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费尔马猜想的古往今来

李心灿
(北京航空航天大学 应用数理系 )

摘 要 介绍 了费尔马猜想
.

梗概地论述 了 30 0多年来数学家和数学爱好者为

证明费尔马猜想所产生的可歌可泣的事迹
,

评介了怀尔斯对费尔马猜想的证明
.

关键词 费尔马最后定理
;
椭圆曲线

;
数学问题 ; 半稳定椭圆曲线

分类号 0 1 5 6 ; 0 1 1

1 引 言

1 9 9 3 年 6 月
,

在英国剑桥大学牛顿数学研究所举行了一个名叫
“

岩泽健吉 (I w as a w a) 理

论
,

模形式和 P一 ad i c
表示

”
的学术会议

.

会上年仅 40 岁的英国数学家
、

现任美国普林斯顿大

学数学系教授怀尔斯 ( W ile
s A dn er w )应邀作了一系列演讲

,

演讲的题 目是
“

椭圆曲线
,

模形式

和伽罗瓦表示
” .

从这个题目
,

听众很难想到
,

他要把演讲引向那里
.

然而在 6 月 23 日他的最后

一个演讲快结束时
,

他推出了
“

谷山
一

韦伊
一

志村猜想
”

对于半稳定的椭圆曲线来说成立
.

接着他

平静地宣布
: “

我证明了费尔马猜想
. ”

这一振奋人心的消息不胫而走
,

震动了世界数学界
,

例如
,

美国南加州大学的阿德尔曼

( A d e lm a n L e o n ar d )博士说
: “

这是数学中最激动人心的事
,

嘿
,

可能是从来没有过的
. ”

美国哈

佛大学的数学家马祖尔 ( M az ur B ar yr )博士说
: “

这一次证明了的东西远远超过费尔马猜想一
个人可能找到一个问题的证明

,

尽管这问题多么著名
,

但这个证明可能没有什么深远意 义
.

但

是这一次相反
,

这次产生了一种新技巧
,

它是很有用的
,

用它还可以证明多得多的东西
. ”

非数

学界的不少人士也纷纷打听费尔马猜想的渊源与怀尔斯证明费尔马猜想所使用的方法
.

成千

个电话
、

电子信件和传真如大雨倾盆淋到普林斯顿大学数学系
,

该系系主任科申 ( K oc he
n is

-

m o
n) 博士说

: “

数学归根结蒂是很少几千个专业行家的事
,

外界对它毫无兴趣
,

但是关于怀尔

斯的证明
,

似乎人类的精神还活着
.

这就象在听故世的贝多芬的一首四重奏
,

这好象他们都还

活着
,

一切都发生在我们生活中
. ”

我国的《光明 日报 》
、

《文汇报 》
、

《中国科学报 》
、

《科技日报 》等

报刊都对此事作了报道
.

本文试图对费尔马猜想的古往今来
,

作一梗概论述
,

使读者看到数学中的一些重要问题是

如何产生和发展
、

解决的艰辛
、

曲折过程
,

并品尝到数学所具有的某些独特风味及其极富魅力

的论证性
.

2 费尔马及费尔马猜想

费尔马 ( F er m at iP er er d e) 被誉为
“

业余数学家之王
” .

他 1 6 0 1 年 8 月 20 日生于法国南部
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图卢兹附近的博蒙特
,

其祖父
、

父亲
、

叔父都从事商业
,

他的父亲多米尼克 ( D o
m i in q ue eF

r m at )

还是当地第二执政官并经历 了一个生意兴隆的皮革商行
,

费尔马的母亲克拉丽
·

德
·

朗

( e l a i r e d e l
曰 o n g )曾在长袍贵族中任职

·

费尔马的童年和少年时代是在博蒙特度过的
,

在家乡上完中学后
,

他进入了图卢兹大学
.

1 7 世纪 20 年代的后期他曾在波尔多度过了相当长的一段时间
,

就在这一时期他对数学发生

了兴趣
,

并深入地研究过法国数学家韦达 ( iV et a
rF an co is )的著作

.

费尔马于 1 6 3 1 年 5 月 1 日

获得奥尔 良大学民法学士学位
.

费尔马以律师为职业
.

曾任图卢兹议会的议员
,

并享有长袍贵族的特权
.

他不但有丰富的

法律知识
,

而且以严格
、

清廉为人称颂
,

他还是一个博览群籍
、

识多见广的学者
.

虽然数学只不

过是他的业余爱好
,

由于他精通法语
、

意大利语
、

西班牙语
、

拉丁语
、

希腊语
,

从而使他不仅能精

心 研 究 韦达 的著 作
,

而 且 能深 入 钻 研 那些 古典 的 著 名数 学 著 作
.

例 如
,

阿基 米德

( A r e h i m e d e s )
、

阿波罗尼奥斯 ( A p o l l o n i u s
)

、

丢番图 ( D i o p h a n t u s )
、

帕普斯 ( P a p p u s )等人的论

著
,

并对数学作出了第一流的贡献
:

他在研究几何的过程中先于笛卡儿 ( D es ca rt es R en
e d u

eP rr on )发现了解析几何的原理
;
他是微积分的杰出先驱者

;
他和帕斯卡 ( aP

s ca l lB al se )共同开

创了概率论的早期研究
;
他是近代数论的开拓者

.

另外
,

他还为物理学的一个重要分支— 波

动光学奠定了基础
.

费尔马性情谦抑
,

好静成癖
.

他对数学的许多研究成果
,

往往以没有给出证明的断言写在

他阅读过的书籍的边缘或空白处
,

或者写在给朋友的一页或几页的信笺中
,

也有一些散放在旧

纸堆里的
,

他从未想出版
,

而且固执地拒绝编辑他的文章或以他的名字发表
.

他曾多次阻止过

别人把他
!

的结果付印
.

他对自己已完成的工作不再感兴趣
,

所以常常很随便地将自己写的文章

送给朋友而不留底稿
.

费尔马在生前也发表过几篇文章
,

但都是在他要求匿名的条件下发表

的
,

并且要求勿需作详细 明了的解释
.

直到他去世后
,

后人 (其中包括他的大儿子克莱门特
·

塞

缪尔 ( C l e m e n t S a m u l e ) )才把他的成果汇集成书
,

共两卷
,

先后于 1 6 7 0 年和 1 6 7 9 年在图卢兹

出版
.

第一卷有丢番图的算术
,

带有校订和注释 ;第二卷包括抛物形求积法
,

极大极小及重心的

论述和各类间题的解答
.

还有球切面
、

曲线求长的论述
,

另外就是他和笛卡儿
、

帕斯卡
、

罗伯瓦

( R o b e r v a l G i l l e s P e r s o n n e d e )
、

梅森 ( M e r s e n n e M a r i n )
、

惠更斯 ( H u y g e n s C h r i s t i a a n )等人的

通信录
,

这部书后来罕见于世
,

直到 1 8 5 3 年布拉兴 ( Br as s i n
en )重新加以注释在巴黎出版

.

费尔马对解析几何
、

微积分和概率论的开创都作出了重要贡献
.

但最能显示 出他的数学才

华且对后人影响最大的
,

是他在数论方面的工作
.

在费尔马以前
,

希腊人也曾研究过数的性质
,

我们可以从欧几里得 ( E u e l id )
、

尼科马霍斯 ( N i e o m a e h u s )
、

赛翁 ( T h e o n )
、

丢番图等人的著作

中找到一些关于数的性质的论述
,

但是很不系统
.

这门学科也曾强烈地吸引过印度人
,

但是直

到费尔马仔细阅读了丢番 图的译本而把注意力转移到这方面之前
,

数论始终不曾有过重大的

进展
.

费尔马认为数论被忽视了
.

他曾抱怨说几乎没有什么人提出或懂得数论问题
,

并说
: “

这

是不是由于迄今为止
,

人们都用几何的观点而不用算术观点来处理算术的缘故 ?
”

他认为甚至

连丢番图也颇受几何观点的束缚
.

费尔马相信算术有它 自己的特殊园地
:

整数论
.

费尔马对数论的研究是从阅读丢番图《算术 》这部书开始的
.

《算术 》是数学史上一部重要

著作
,

丢番图的特点是使问题的求解脱离几何形式
,

在希腊数学中独树一帜
.

《算术 》曾被文艺

复兴时代的数学家译成许多译本
.

费尔马深入钻研了由法国数学家巴歇 (B ac h et de M i6r iac

lC
a

ud
e 一

aC
s
aP

: , 1 6 3 5 年当选为法国科学院士 ) 1 6 2 1 年校订的并由希腊文译成拉丁文出版的丢
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番图的《算术 》 (其中也收入了巴歇 自己在数论和丢番图分析上 的研究成果 )
.

费尔马对数论的

大部分贡献都批注在这本书页的边缘和空白处
.

1 6 3 7 年左右
,

费尔马在 《算术 》第二卷第八命

题—
“

将一个平方数分为两个平方数之和
”
的旁边写道

: “
另一方面

,

不可能有一个数的立方

表成另外两个立方数之和
,

一个数的四次方表成另外两个四次方数之和一般来说
,

不可能有

一个更高的方幂表成另外两个相应的方幂之和
.

我对此命题给了一个真正的非常奇妙的证明
,

只是此处的空 白太小了写不下
. ”

这就是数学史上著名的费尔马猜想
.

这个猜想可以用现代的

术语简述如下
:

不可能有满足

扩 + 犷 一 扩 x y z 护 O n > 2

的正整数 x
,

y
,

z, n
存在

.

费尔马提出了数论方面许多引人注 目的
、

富有洞察力的论断
,

这些论断到 19 世纪中期
,

除

了上述这个猜想之外
,

所有其它费尔马问题均已被数学家们相继解决
,

因此上述费尔马猜想又

被称为费尔马最后定理
,

或称为费尔马大定理
.

3 可歌可泣的事迹

费尔马逝世后
,

人们一直未找到他对这个猜想的证明
,

而费尔马上述猜想的叙述是如此简

单易懂
,

给人以容易证明的假象
,

加上费尔马还说他已经
“

给出了一个真正的非常奇妙的证

明
” ,

于是激起了许多职业数学家和更多的业余数学爱好者致力于它的证明
.

布鲁塞尔科学院和法国科学院曾设奖金徽求证明
.

1 9 0 8 年德国一位对数学爱好的富翁沃

尔夫斯克尔 ( W ol fs ke hl F P au l) 在德国哥廷根皇家科学会悬赏 10 万马克徽求证明
,

有效期为

1 9 0 8一 2 0 0 8 年这 10 。 百年
.

但直到 1 9 9 3 年 6 月 23 日怀尔斯宣布他证明了费尔马猜想之前
,

不知有多少位职业数学家和无数的数学爱好者为之而付出了毕生的精力
,

但依然没有得到完

全的证明
,

并产生了不少可歌可泣的故事
.

从而在数学史上也留下了一串深深的足迹
.

3
.

1 从丢番图到欧拉

约在公元前 1 1 0 0 年我国的商高就已经知道不定方程

护 + 少 一 扩

至少有一组正整数解
: x 一 3 ,

y 一 4 , z 一 5
.

希腊的丢番图 (活动于公元 2 50 一 2 75 年 ) 求得一般的解答
: x 一 Z m n , y 一 m

,
一矿

, z 一 m
Z

+

矿
,

其中 m
,

n( m > n) 是任意正整数
.

费尔马猜想是说
: “

如果指数
n > 2

,

扩 + 犷一扩 没有正整数解
” .

对这个猜想还可以简化一下
.

如果结论对于某一个
n
值是真的

,

那么对于
n
的任何倍数

m n
也是真的

.

因为假设

x
”

+ y
月

一 z 几

( 1 )

没有正整数解
.

将

x m几

+ 少 m n

= z m 月

( 2 )

写成 ( x ”
)

”

+ (少
”

)
n

= (荞
” ’

)
”

( s )

如果式 ( 2) 有正整数解 x
,

y
, z ,

那么正整数 xm
,

尹
,

砂 就应满足式 ( 3 )
,

这与式 ( 1) 无正整数解矛

盾
.
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又任何一个大于2 的正整数如果不被 4整除
,

就一定被某一个奇素数整除
.

因此只要证明
n 一 4 时以及

n
是任一个奇素数 P 时费尔马猜想成立

,

那么对任何的正整数
n
费尔马猜想就成

立
.

大家知道素数比正整数要少得多
,

例如 1 至 5 00 以内的素数共有 95 个
,

不足 5 00 正整数的

1 / 5
.

但素数的个数也是无限的
.

值得指出的
,

早在费尔马提出上述命题之前
,

人们就对如下一个几何问题产生了兴趣
: “

是

否能构造一个具有整数边的正立方体
,

它的体积等于两个较小的具有整数边的正立方体的体

积之和 ? ”
这个间题可以转变为代数间题

: “

代数式扩 + 犷一扩 是否有正整数解 ?’’ 在公元 97 2 年

阿拉伯人阿尔柯但弟 ( lA k h od j ad i) 就给出了 xs + 犷~ 尸 无正整数解的一个
“

证明
” ,

但他的
“

证

明
”

有缺陷
.

费尔马在给法国数学家卡尔卡维 ( C a r e a v i P i e r r e d e ,

约 1 6 6 3一 1 6 8 5 年
,

费尔马的许多初

稿都是通过他的保存得以流传的
.

)的一封信中说他已用
“

无穷下推法
”
证明了扩 + 犷 ~ 扩

,

当
n

一 4 的情形时无正整数解
,

但未给出全部证明细节
.

然而法国数字家
、

物理学家
、

天文学家费雷

尼克尔 ( F r e n i e l e d e B e s s y B e r n a r d )利用费尔马的少量提示
,

于 1 6 7 6 年给出了
n ~ 4 这一情形

的证明
,

并发表在他死后出版的《论直角三角形数 》一书中
.

1 7 2 9 年德国
一

俄国数学家哥德巴赫 ( G o ld b a e h C h r i s t i a n )给瑞士著名数学家欧拉 ( E u l e r

L e o n ar d ) 写了一封信
,

信中提到 了费尔马在丢番图的《算术 》这部书的页边扎记中提出的一些

猜想
.

当时年仅 22 岁的欧拉就开始认真研究数论
,

他不但解决了费尔马提出的不少问题
,

并使

数论从五花八门的事实与结果的堆积转变为属于数学核心的有生机的一个领域
.

1 7 7 0 年
,

欧

拉用费尔马的
“

无穷下推法
”
给过

n 一 3 的费尔马猜想的一个不完整的证明
,

但用欧拉的技巧不

但可以给出
n 一 3 的费尔马猜想的一个完整证明

,

而且欧拉的技巧具有很大的启发性
,

对后来

更深入研究费尔马猜想时成为一个中心课题
.

欧拉还研究过费尔马写在丢番图《算术 》第六卷

页边上的一个问题
: “

我们能不能找到一个平方不等于 25 的数
,

把它加上 2 就成为一个立方

数?
”

用现代的术语来说就是
:

xa 一少+ 2 的整数解组是不是只有 x(
,

刃一 ( 3
,

士 5)
.

为了证明这

个论断
,

欧拉使用了形如
a

+ b 了二厄的数
,

其中
a 和 b 为整数

,

欧拉的证明如下
:

护 一 少 + 2 一 (y + 了二
.

厄 ) ( y 一 丫二厄 )

可以证明 y + 丫二厄和 y 一 甲 /二厄是互素的
,

因为它们的乘积是一个立方数
,

所以它们每一个都

是立方数
.

于是

少 + 厂二厄一 ( P + g 厂二厄)
3
一 P

3
一 6 P g Z

+ ( s户叮
,
一 2叮,

) 丫丁乏

=> 1 ~ 3 P
Z g 一 2叮

3
一 g ( 3 P

2
一 2 9 2

)

=> P ~ 士 l q 一 1

冷 y 一 P
“
一 6P了 一 士 s x 一 3

这个证明很漂亮
.

然而不完整
,

因为当时人们还不知道形如
a + b 丫二万的数有唯一因子分解定

理
,

甚至还不知道形如
a + b

六

/ 二厄的数中素数是什么
.

我们之所以举这个例子
,

是因为它在以

下三方面是重要的
:

首先
,

它使我们认识到
,

除了费尔马猜想之外还有许多丢番图方程
,

而我们最希望的是找

到一种方法能同时解决尽可能多的一系列方程
.

其次
,

它把整数集合扩大成一个更大的数集合
,

但是仍具有与整数一样的算术结构 (加法
,

乘法等等 )
.

这类推广在数学中是常常发生的
.
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最后
,

方程 犷一扩一 2 是一条椭圆曲线
,

而椭圆曲线在怀尔斯最后证明费尔马猜想的过程

中起了关键性作用
.

3
.

2 从欧拉到福尔廷斯

自从欧拉 1 7 7 0 年对
n 一 3 的情况给出了费尔马猜想的一个不完整的证明后

,

对费尔马猜

想的研究几十年几乎没有什么进展
.

直到 19 世纪初叶
,

当时数学界和物理界的巨匠之一高斯

( G au
s s K ar l rF le d ir hc )受其同事的鼓动研究费尔马猜想

,

高斯用一种方法证明了
n 一 4 时费尔

马猜想是对的
,

接着他试图证明
n 一 7 时

,

但失败了
.

或许因为高斯厌恶自己的失败
,

他在 1 8 1 6

年给奥尔伯斯 ( Ol b e r s H ie nr ihc W M )的一封信中曾怒气冲冲地说
: “

费尔马这个猜想作为一

个孤立命题
,

我对它 毫不感兴趣
. ”

法国一位靠自学成才的女数学家热尔曼 ( G o r m al n S op h ie) 对费尔马猜想有过专门研究
,

她于 1 8 2 。 年证明了
:

如果 P 是 1 00 以下的素数
,

且 P 才xy
z ,

则 尹 + 尹一扩 没有非零解 (P 才xy
z

叫费尔马猜想的情形 1
.

情形 l 是川 xy
z
的情形

,

通常认为这一情形难得多 )
.

1 8 2 5 年
,

年仅 2 0 岁的德国数学家狄利克雷 ( D ir ie h le t P e t e r G u s t a v L e je u n e )在他的第一

篇数学论文中
,

他运用代数数论的方法处理丢番图方程 扩 + 犷一 A扩
,

进而证明了费尔马方程

了+ 犷一 zn 当 n ~ 5 时无整数解
.

同年
,

年已 73 岁的法国数学家
、

法国科学院院士勒让德 (L eg
-

e n d r e A d r i e n 一

M a r i e )也证明了 x
·

+ y
”

= z ”

当
n = 5 时无整数解

.

1 8 3 2 年
,

狄利克雷企图证明
n

一 7 的情形
,

但未获成功
,

不过他却证明了
n 一 14 的情形费尔马猜想是正确的

.

1 8 3 9年
,

法国数学家拉梅 ( L a m G ab ir el )证明了
n 一 7 的情形

.

由于他这个证明紧密地

和数 7 联系在一起
,

没有希望把这个证明应用于
n
等于其它素数的情形

.

由上所述
,

自 1 6 7 。 年费尔马的儿子印行费尔马的著作到 1 8 3 9 年拉梅证明了
n 一 7 的情形

为止
,

在这 1 69 年中证明费尔马猜想的进展是极为缓慢的
.

1 9 世纪中叶
,

德国数学家库麦 ( K u m m e r E r n s t E d u ar d) 对费尔马猜想的研究作出了重要

的贡献
.

他按照欧拉的办法
,

把费尔马方程写成扩 一扩一犷
,

然后把方程右边进行因式分解

尹 一 砂 一 y 户 一 (z 一 y ) (z 一 如 ) (z 一 梦y 》 二 (z 一 夸--P
` y )

其中 套一
e Z` P/ 一 co s ( 2 7t / P ) + iis

n ( 2 二 / P ) 是一个 P 次单位根
,

它适合 梦一 1
,

这样一来就要用

到形如
a 。

+
a l

杏+ … +
a 户一 1

夕
一 , a 。 , a l ,

…
, a , 一 ,

任 Z

的数
.

这类数叫做分圆整数
.

库麦在 1 8 4 3 年假定在分圆整数中唯一因子分解定理成立
,

由此出

发
,

他给出了费尔马猜想的一个
“

证明
” .

当库麦把他的
“

证明
”

手稿寄给狄利克雷 (此时狄利克

雷已经是普鲁士科学院院士 )时
,

狄利克雷指出
,

这个假定对证明费尔马猜想是必要的
,

但这个

假定是错误的
.

在 1 9 4 4 年
,

库麦认识到狄利克雷批评的正确性
,

他证明了对分圆整数来说
,

唯

一分解定理通常并不成立
.

1 8 4 7 年
,

拉梅犯了与库麦同样的错误
.

拉梅曾在法国科学院的一次会议上宣布
,

他 已经通

过分圆整数的理论证明了费尔马猜想
.

可是当他讲出他的证明时
,

法国数学家
、

法国科学院院

士刘维尔 (L io vu ill e
Jos 即 h) 马上站起来反对拉梅把通常整数的性质用到分圆整数中去

,

使拉

梅无言以答
.

特别是拉梅还把他这篇行不通的论文已经发表在法国科学院的报告上而为数学

界所知
,

所以拉梅感到十分困窘
,

他懊悔地写信给柏林的朋友狄利克雷说
: “
只要是你在巴黎或

我在柏林
,

这一切都不会发生
. ”

1 8 4 7 年
,

法国著名数学家柯西 ( C a
uc h y A u g us t i n 一

L o ul s )也给出了费尔马猜想的一个错误
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的证明 (柯西也犯了拉梅同样的错误 )
.

库麦认识到狄利克雷批评的正确性后
,

他再接再厉
,

为了重建唯一因子分解定理
.

首先他

引进一个概念叫做理想数
,

是分圆整数的一种推广
,

用来补救缺乏唯一因子分解特性这一不足

之处
.

其次
,

他定义了类数 h ,

用来衡量唯一 因子分解性被破坏的程度
.

于是
,

库麦在 1 8 4 7 年

(即拉梅和柯西给出费尔马猜想的一个错误的证明的同一年 )证明了下面两个定理
:

定理 1 如果 P 才h( 这样的 P 叫作正则素数 )
,

则费尔马猜想对于
n 一 P 成立

.

定理 Z P 是正则素数
,

当且仅当 P 除不尽伯努利 ( B er on ul il) 数 B
Z ,

B
; ,

…
,

B , 一 3

的所有分

子 (伯努利数由公式
X

e x

一 1

若六 B
_ _ _

、
_

、 _ 、

一 自护
”

脚足又 ’
·

定理 2 的一个推论是
:

当 p < 1 00 时
,

只有 37
,

59 和 67 是不正则素数
.

法国科学院为表彰库麦的上述成就以及他对复域深入的研究
,

给他颁发了一个奖牌和奖

金
.

库麦在 1 8 5 7 年得到 了一些复杂的判断方法
,

用来对于某些不正则素数判断费尔马猜想是

否成立
,

但是他的证明有些漏洞 (这些漏洞直到本世纪 20 年代才由美国数学家范迪维尔

( v a

dn iv er H ar yr Shu ltz )补上
,

并由此得到 费尔马猜想对于 P < 1 00 均成立 )
.

在库麦工作的基

础上
,

德国数学家戴德金 ( D e d e k i n d J
u l i u s

W i l h e lm )于 1 8 7 1年创立了现代代数数论
.

对此
,

本

世纪的大数学家希尔伯特 ( iH l b e rt D va id) 在 1 9 0。 年国际数学家大会上作报告时谈到费尔马

猜想时说
: “

证明这种不可能性的尝试
,

提供了一个明显的例子
,

说明这样非常特殊
、

似乎不十

分重要的间题会对科学产生怎样令人鼓舞的影响
.

受费尔马猜想的启发
,

库麦引进了理想数
,

并发现了把一个循环域的数分解为理想素因子的唯一分解定理
,

这一定理今天已被戴德金和

克罗 内克 ( K or en ck er L eo p ol d) 推广到任意代数域
,

在近代数论中占着中心地位
,

而且其意义

已远远超出数论的范围而深入到代数和函数论的领域
. ”

希尔伯特还说过
: “

费尔马猜想是一只

会下金蛋 的母鸡
. ”

库麦说
: “

费尔马猜想与其说是科学的一处高峰
,

还不如说一件科学 的珍

宝
. ”

德国数学家林德曼 ( L i n d e m a n n C a r l L o u i S F e r d i n a n d )在 1 8 8 2 年证明了 二 是超越数
,

从而

彻底解决了困惑人们 2 0 0 。 多年化圆为方问题
,

指出尺规作图化圆为方的不可能性
.

也企图证

明费尔马方程 xn + 犷一广 无正整数解
,

但没有成功
.

在本世纪以创立了
“

勒贝格测度和勒贝格积分理论
”

著称于世的法国数学家
、

法国科学院

院士勒贝格 ( L e b es g ue H en ir L的 )n 晚年也沉迷于研究费尔马猜想
,

并曾向法国科学院皇上了

一份论文
,

他说用他的理论已可全部解决费尔马猜想
.

法国科学院非常高兴
,

如果这是真的
,

法

国可以向全世界骄傲地称这个 30 0 年来的数学难题之一
,

已由他们本国人解决了
.

然而经过一

批数学家研究他的手稿后
,

发现他的证明有错误
,

因此还是不成功
.

勒贝格在接到寄回的稿件

和有关数学家的评语时
,

喃喃自语
: “

我想
,

我这个错误是可以改正的
. ”

可是直到他死前
,

他还

没有解决这个问题
.

德国著名数学家希尔伯特深知要解决费尔马猜想是极为困难的
,

他 1 9 2 0 年曾说
,

他不会

去研究费尔马猜想
,

因为
“
至少要先紧张地读上三年书才能动手

,

我没有那么多时间花在可能

失败的事上
. ”

的确
,

由于费尔马猜想一直徘徊于数学研究的主流之外
,

数学家们在解决其它问

题时所发展的强有力的工具对它都无济于事
.

然而
,

30 。 多年来
,

不知有多少数学家和数学爱好者
,

曾在他们的
“

论文
”

中宣称他们证明



4 4 2北 京 航 空 航 天 大 学 学 报 第 0 2卷

了费尔马猜想
,

但一经数学专家的严格检验
,

他们的
“

证明
”

都是错误的
.

据说
,

德国著名数论专

家兰道 ( L a n d a u E d m u n d G e o r g H e r m a n )经常收到这样的
“

证明
” ,

为此他印了许多 明信片
,

上

面印着
: “

亲爱的

_
先生 (或女士 )

:

你对费尔马猜想的证明 已经收到
,

现予退回
.

第一个

错误出现在第
_

页第
_

行
.

”
兰道将这些明信片分发给他的学生们

,

吩咐他们将相应的数

字填上去
.

在数学界曾经流传着一个故事
:

希尔伯特的一个学生
,

有一次写了一篇关于费尔马

猜想的论文
,

一天晚上
,

他对希尔伯特说
: “

我 已经证明了费尔马猜想
,

请老师看一看我的论

文
.

”
希尔伯特回答说

: “

哦 !你可能太疲倦了
,

需要好好休息一下
,

明天再来找我
. ”

第二天
,

这个

学生又去找希尔伯特
,

并向希尔伯特说
: “

我 已经发现昨天的证明是错误的
. ”

但是各种各样的

错误证明
,

依然源源不断的寄到许多国家的数学研究中心
.

与此同时
,

也有一些数学家取得了一些新的进展
.

例如
:

1 90 9 年
,

外斐力什 ( W ief er ihc )证明了
:

若 扩 + 犷一砂 并且 P 才xy (z 费尔马猜想的第一种

情形有解 )
,

则 2户一
`
二 1 ( m od 厂 )

.

这是一个很强的同余式
,

在计算机上特别容易检验
.

1 9 2 8 年美国数学家范迪维尔证明
:

对于 P < 61 9 ,

扩 + 犷一砂 没有正整数解
.

1 9 4 4 年
,

他又

把 P 的数 目推进到 P < 4 0 02 时
,

扩 + 犷一扩 都没有正整数解
.

他的这项工作获得美国政府的

奖励
.

1 9 4 4 年
,

谢尔弗力基 ( S e l f r id g e )和尼可 ( N i e o l )也分别独立的获得了 P < 4 0 0 2 时
, x p

+

尹 ~ 砂 都没有正整数解的证明
.

1 9 7 7 年
,

瓦格斯塔夫 ( W
a g s t a f f S a m u e l S )在大型计算机的帮助下证明当 2 < P < 1 2 5 0 0 0

时
,

尹 + 犷一砂 无整数解
.

换句话说
,

只要
n
含有从 2 到 1 25 0 00 之间的任一个因子

,

xn + 犷 -

扩 就一定没有正整数解
.

菲尔兹奖得主
、

英裔美国籍数学家曼福德 ( M u m for d D va id Br y ar t )用代数几何的工具证

明如果费尔马方程 扩+ 犷一广
, n

) 3 要是有解的话
,

也是极为稀少的
.

他的方法是这样 的
:

假

设 ( x , ,少 , , z ,
)

,

( x Z , 少 2 , 2 2
)

,

…
,

( x 。 ,

少二 , z 。
)是 x

”

+ 夕一
z ·

的解
,

我们不妨把这些解按
二
的大小

顺序排列
,

小的排在前面
,

大的排在后面
,

也就是
2 1

簇
2 2

( …蕊
z ,

.

于是曼福德证明第 m 个解
z 二

大得不得了
,

即
二 ,

> 10
“ a0m +e)

,

其中
。

( > 。 )
,

b 均为常数
,

这个数是象天文数字那么大 ! 就连

前面几个 、 也有几十位上百位
,

从而他说明费尔马方程有解的可能性是非常之小的
.

1 9 8 3 年德国年轻数学家福尔廷斯 (F al t in gs G er d) 也证明了费尔马方程
,

当
n
) 3 时

,

至多

有有限多个互素的正整数解
.

他的这个结论是作为他证明莫德尔 ( M or de ll) 猜想的一个特例
.

莫德尔猜想是说
: “

一个有理数域上具有亏格 ) 2 的多项式方程 Q x(
,

户 一 。 只有有限个有理

解
.

”
而方程

x
月

+ 夕
凡

= 1 ( 4 )

当
n

) 4 时
,

具有亏格妻 2
,

因此由莫德尔猜想推出方程 ( 4) 只有有限个有理解
.

对方程 ( 4) 两边

乘以公分母
,

立即得出方程 扩 + 丫一扩 (n > 4) 只有有限个正整数解
.

福尔廷斯的工作将费尔马

猜想的证明推进了重大的一步
,

但在某种意义下
,

这又不是很有用 的
,

因为我们希望证明解数

实际上为零
.

然而莫德尔猜想不仅针对费尔马猜想
,

而且对一大批方程的一个非常强的命题
.

在证明莫德尔猜想时
,

福尔廷斯使用了从本世纪 50 年代以来所发展的现代代数几何工具
.

由

于福尔廷斯的上述成就
,

他于 1 9 8 3 年荣获了菲尔兹奖
.

1 9 8 8 年
,

日本数学家宫圆洋一 ( M i y ao ka) 在德国波恩的马克斯
一

普兰克 ( M ax
一

lP an ck )数学

研究所作学术讲演时
,

他在讲演的一开始就写下充满黑板的一行字
: “

我证明了费尔马猜想 ! ”

尽管当时曾引起暂时的轰动
,

但经过一些数学家讨论后发现
:

宫同洋一的证明用了几个未被证
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明的代数几何命题
,

而这些命题的证明并不比费尔马猜想本身容易多少
.

4 怀尔斯及怀尔斯的工作

怀尔斯出生于英国
,

他的父亲是牛津大学的神学家
.

怀尔斯 10 岁时
,

在他的家乡公共图书

馆看到一本书上提到费尔马猜想
,

就立刻为之心驰神往
,

并花了大量时间和精力试图证明这个

猜想
,

虽然没有成功
,

但费尔马猜想确深深的印入了他的脑海
,

并促使他走进了数学的殿堂
,

立

志要做一个数学家
、

要致力于证明费尔马猜想
.

怀尔斯现在是英国皇家学会会员
、

美国普林斯

顿大学数学教授
.

当他成为一个职业数学家以后
,

他才懂得要证明费尔马猜想只有少年的热情

是远远不够的
,

必须有坚实的数学基础
.

怀尔斯是一个安静而腼腆的人
,

脸上总带着微笑
.

他多年来深居简出
,

潜心研究数学问题
.

从 1 9 7 7 年以来
,

他在椭圆曲线
、

高次明显互反律和岩泽健吉 (I w as a w a )主猜想等许多数论问

题都作出过相当重要的工作
.

这次他对费尔马猜想的证明是建立在近年来许多人工作的基础上的
,

特别是利用费尔马

猜想和椭圆曲线理论之间的联系
:

早在 1 9 55 年
,

日本数学家谷山 ( T a n iya m a) 提出了一个尝试性的问题
,

是否能有少数特别

选好的曲线来解释椭圆曲线的性质 ? 椭圆曲线是由方程少~ 扩 +
a x + b 定义的曲线

,

其中
a ,

b

都是整数
.

谷山相当明确地提到了这些很特殊的曲线
,

即所谓模曲线 ( m od ul a r
cu

r ve s
)

.

能用

模函数来参数化的椭圆曲线叫模曲线
.

随后法国著名数学家韦伊 ( W
e il A n d r e )更明确了那些

模曲线应该描述那些椭圆曲线
.

1 9 7 1 年 日本数学家志村 (S hi m盯 a) 证明
,

对一类很特殊的方程

这是对的
.

椭圆曲线都是模曲线这一猜想
,

现在被人们称为谷山
一

韦伊
一

志村猜想
.

80 年代中期
,

德国萨尔大学的年轻数学家费雷 (F er y G er har d) 正着手考察描述椭圆曲线

的
“

非常简单的方程
”

(他称之为 )
.

他意外地发现
:

谷山
一

韦伊
一

志村猜想和费尔马猜想有密切的

关系
,

他认识到
,

如果 扩+ 夕一扩
,

那么看上去椭圆曲线

少 2
= x ( x 一 a 户 ) (少 + b p ) ( 5 )

不适合谷山
一

韦伊
一

志村猜想
.

和前面一样
,

我们假定
a ,

b
, 。
是互素的非零整数

,

P 是奇素数
,

曲

线 ( 5 ) 叫做费雷曲线
,

类似于费尔马和欧拉研究过的曲线 少一 xa 一 2 ,

是一条椭圆曲线一般说

来
,

有理数域上的椭圆曲线是指由形如

少 一 a x 3

+ b x “
+

c x + d

的方程所定义的曲线
,

其中
a , b , ` ,

d 都是有理数而且
a 笋 .0

在实际造费雷曲线时
,

还需要对
a ,

b
, :
作一点改动

.

注意 扩十夕一沙 和 夕 + 扩一夕 及矿 +

(一 : )
户
一 (一 b) 户

都等价 (因为 P 是奇数 )
.

于是能重新安排方程的解
,

使得 b 是偶数并且
a 三一 1

( m o d 4)
.

这样一来
,

费雷曲线是半稳定的 s( e m i s t a bl e )
,

费雷给了
“

他的曲线不是模曲线
”

这个

结果的不完整 的证明
.

这样费雷就证明了
:

若谷山
一

韦伊
一

志村猜想成立
,

则可推 出费尔马猜想

成立
.

1 9 8 5 年新年
,

在德国的一次会议上
,

费雷把 自己的手稿交给数学界
,

希望其他数学家帮

助 他完成他的这个不完整的证明
.

不久法国著名数学家塞尔 (S er
r e Jea n 一

iP er
r e ,

菲尔兹奖得

主 )提出了一个
“

关于模伽罗瓦表示的水平约化猜想
” ,

可以填补费雷的不完整证明
,

但塞尔未

能对他自己的这个猜想给出证明
.

1 9 8 6 年
,

美国加州大学伯克利分校的里贝特 ( iR b et K en en ht

A )用被马祖尔博士称之为
“

美妙的方法
”

证明了塞尔
“

水平约化猜想
” .

于是
,

为了证明费尔马
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猜想
,

只需证明谷山
一

韦伊
一

志村猜想成立
.

从而为证明费尔马猜想开辟了一条新的途径
.

但是

许多数学家认为要证明谷山
一

韦伊
一

志村猜想也是极为困难的
.

里贝特证明了谷山
一

韦伊
一

志村猜想与费尔马猜想的联系
,

极大的激发了怀尔斯的想象力
.

他说
: “

当我听到费雷和里贝特的结果时
,

我知道数学的全景已经变了
” , “

毫无疑问
,

他们作的

事已经在我心理上完全改变了这个问题
.

在这以前
,

费尔马猜想和数论中其它 问题相象
,

这些

问题可以丢在一边 fL 千年解决不了
,

却对数学没有什么影响
. ”

他接着说
: “

费雷和里贝特所作

的事情已经使费尔马猜想成为数学不能不管的一个问题的推论
.

依赖于这个问题的事太多了
.

对我来说
,

这意味着费尔马猜想快解决了
.

而我一旦有了信心
,

就不能丢开手了
. ”

怀尔斯从听

到里贝特的结果的那一天起
,

就决心尽其终生用它来证明费尔马猜想
.

他在家里秘密地实行 自

己的计划
,

坐在他那座都铎王朝式房子三楼的一间空荡的阁楼里
,

狂热地做这件研究
.

他说
:

“

我基本上只想我的研究和我的家人
,

… …
,

我从没有想停下来
,

它整 日整夜地在我头脑里
. ”

他

不断取得了一些进展
,

到最后只剩下一些关键问题的时候
,

他正在读马祖尔的文章
.

怀尔斯说
:

“

我记不得为什么要去读它
. ”

但是他注意到其中提到一种作法 (其实这种作法并不是新的
,

19

世纪就 已经有了
,

不过怀尔斯没有听说过
.

)怀尔斯茅塞顿开
,

他说
: “

我马上就明白了
,

我应该

用这个作法
.

我会解决最后问题的
. ”

1 9 9 3年 6 月 23 日怀尔斯在演讲中证明了对于有理数域上一大类椭圆曲线
,

即半稳定椭

圆曲线来说
,

谷山
一

韦伊
一

志村猜想成立
.

所以他最后宣布
: “

我证明了费尔马猜想
. ”

怀尔斯在剑桥大学宣布他证明了费尔马猜想后
,

不少报刊很快作了报导
.

英国报纸说
,

怀

尔斯的这项工作的预印本长达 1 0 00 多页
,

目前能完全弄懂怀尔斯证明细节的数学家不会超

过 6 人
.

里贝特认为
,

只有 1 1/ 0 00 的数学家能看懂怀尔斯的工作
,

因为他用的数学技术太深

了
.

他说
: “

你得先懂得很多模形式和代数几何学
,

你必须一直紧跟着这个问题的进展
. ”

对怀尔斯的证明
,

有不少专家和权威人士的初步反应大多数持肯定的态度
.

例如意大利著

名数学家庞比里 ( B o m ib er i E n ir co
,

菲尔兹奖得主
,

他是这次怀尔斯在剑桥大学作演讲时的听

众之一 )对英国《卫报 》的记者说
: “

怀尔斯是一个非常仔细的数学家
,

从不草率地宣布结果
.

他

的推理很美
,

而且并不十分难懂
.

我承认我只能懂其中的一部分
,

但证明的整个结构是十分可

信的
,

是可靠的
. ”

美国数学家里贝特和马祖尔都认为
:

怀尔斯证明的逻辑性是能说服人的
,

因

为它的基础是近 30 年内很仔细的建筑起来的数学大厦
,

这些数学是研究者们曾普遍接受的
.

当代数论大师
、

菲尔兹奖及沃尔夫奖得主赛尔伯格 ( eS l b er g A d e) 对怀尔斯的证明也持乐观态

度
.

1 9 9 3年 6 月 25 日
,

怀尔斯从剑桥大学回到普林斯顿时
,

受到 了英雄凯旋般的欢迎
.

他兴奋

而又疲倦
,

并说
: “

我有将近 7 年没有丢开这个间题了
.

真是 日复一 日地在干
.

我几乎想不起来

有哪一天起床想的是别的事
. ”

尽管怀尔斯开辟了一条新的证明费尔马猜想的途径
,

但他的证明细节还未发表
,

因此有一

些数学家提醒人们注意
,

怀尔斯的证明也可能有误
,

因为过去不少著名和不太著名的数学家都

宣布得到了证明
,

但终因有错而裁了跟头
.

纽约柯朗研究所的数学家爱德华兹 ( E d w ar d s )就指

出
:

除非怀尔斯将他的证明发表在数学刊物上
,

这可需要一年时间再经过多次检查
.

他说
: “

甚

至好的数学家有时也会给出错误的证明
. ”

特别是 1 9 9 3 年 6 月到 12 月怀尔斯一直未公布他的

证明细节
,

又不愿公开露面
,

使得不少数学家推测
:

他的证明细节是否遇到了意外的问题
,

使一

些原来欢呼认为他的工作是本世纪的最伟大的数学成就的人有些灰心
.

在这种压力下
,

怀尔斯

前不久发表了一个声明
,

在声明中说
,

在审议过程 中发现的几个问题已被解决
,

一个关键的证
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明步骤
:

若塞尔默 (s e lm
e r )群是最小的

,

则每个超过一定有理数的半稳定椭圆曲线是模数的
,

也被确定
.

然而完整的证明需要说明
:

对特殊的塞尔默群的元素数的精确上限
,

怀尔斯在这一

点尚未获得成功 (即
,

对于与一个模形式相应的对称方表示的塞尔默群的精确上界的计算方面

有漏洞
.

)对这一点
,

不少数学家对怀尔斯的证明仍持乐观态度 ;但也有不少数学家在怀尔斯完

成这一工作并未正式发表论文前却持谨慎态度
.

当代著名数学家
、

菲尔兹奖得主阿蒂雅 ( A it y ha M )F 在 1 9 8 8年曾意味深长地说
: “

费尔马

猜想扮演了类似珠穆朗玛峰对登山者 (在成功之前 )所起的作用
·

它是一个挑战
,

试图登上顶峰
的企图刺激了新的技巧和技术的发展与完善

. ”
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