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组合数学

严文兰数学工作室

1. 圆周上有n个点
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，每两点连一线段，假设其中任意三条线段在圆内不共点，于是任意三条两两相交的线段构成一个三角形，试求这些线段确定的三角形的个数。

2. 有n个人，已知他们任意2人至多通话一次，他们任意
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个人之间通话的总次数相等，都等于
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，求n的所有可能值。
3. 设
[image: image4.wmf]n
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为下述正整数N的个数：N的十进制表示中的各位数字之和为n，且每位数字只能取1,3或4，求证：
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是完全平方数。
4. 给定n个不同实数，其所有全排列组成的集合为
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，对于
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，若恰有两个不同的整数
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，使得
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成立，则称该排列为“好排列”，求
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中好排列的个数。
5. 投掷一次骰子，出现点数
[image: image11.wmf]1,2,,6
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的概率均为
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，连续掷10次，出现的点数之和是30的概率为？
6. 试求所有的正整数
[image: image13.wmf](1)
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，使得存在正整数数列
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，满足
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互不相同，且这些和分别被8除得到的余数中，每种余数各出现
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7. 设
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的一个排列，求
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的最大值
8. 若
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的最大值是_________
9. 设实数
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满足如下两个条件：

(1) 
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; (2) 
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试求
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的最大值，并说明理由。
10. 对于满足条件
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1

n

xxx

+++=

L

的非负实数
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，求
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的最大值。
11. 设p为给定的正整数，A是
[image: image30.wmf]{1,2,3,4,,2}
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的子集，且具有性质：对任何
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Î

，有
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的最大值。
12. 一个3×3×3的立方体由27个小立方体组成，将这27个小立方体每个都染成白色或者黑色，请设计一种方案，要求所染黑色的小立方体个数最少，使得这27个小立方体中每个小立方体所在的行与列与纵中都至少有一个黑色的小立方体。
13. 取集合
[image: image34.wmf]{1,2,,}
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的一批三元子集，其中每两个（取出的三元子集）至多有一个公共元素。记
[image: image35.wmf]()
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为这批三元子集的个数的最大值。证明 
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14. 在7×8的方格棋盘中，每个方格都放有一只棋。如果两只棋所在的方格有公共顶点，则称这两只棋是相连的。现在从这些棋中取出r只棋，使剩下的棋中没有5只棋在一条直线（横、竖、斜45°或135°方向）上依次相连，求r的最小值。
15. 设A是一个3×9的方格表，在每一个小方格内各填一个正整数，称A中的一个
[image: image37.wmf](13,19)
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方格表为“好矩形”，若它的所有数的和为10的倍数。称A中的一个1×1的小方格为“坏格”，若它不包含于任何一个“好矩形”。求A中“坏格”个数的最大值。
16. 有18支球队进行单循环赛，即每轮将18支球队分成9组，每组的2个队比赛一场，下一轮重新分组比赛，共赛17轮，使得每队都与另17支队各赛一场，按任意可行的程序比赛了n轮以后，总存在4支球队，他们之间总共只赛了1场，求n的最大可能值。
17. 求最大的正整数A，使
[image: image38.wmf]1,2,,100
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的任何一个排列，都有10个连续的项的和不小于A。
18. 定义{x}为x的小数部分，即
[image: image39.wmf]{}[]
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中的实数
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证明必有一个实数
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，使得 
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19. 集合
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，它的子集
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具有性质：

(i)M中的每一对元素同属于一个唯一的
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；(ii)
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证明：每两个子集
[image: image48.wmf],17

ij

AAij

£<£

均有一个唯一的公共元素。

20. 设
[image: image49.wmf](1,2,,30)
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的子集，
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。求证：存在
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21. 将边长为正整数m,n的矩形划分成若干边长均为正整数的正方形，每个正方形的边均平行于矩形的相应边，试求这些正方形边长之和的最小值。

22. 将凸多面体的每一条棱染成红色或黄色，两边异色的面角称为奇异面角，某顶点A处的奇异面角数称为该顶点的奇异度，记为
[image: image54.wmf]A
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。求证总存在两个顶点B和C，使得
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23. 
[image: image56.wmf],
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，S为平面上n个点的集合，对于S中任一点A，S中至少有k个点到A的距离相等。证明  
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24. 6个点，每两个点之间有一条线相连，线染上红色或蓝色。证明一定有两个以这些点为顶点的三角形，每个三角形的边是同一种颜色（可能有公共的边）。
25. （1）把4×7棋盘上的每个小方格都染成白色或黑色。证明：在棋盘上必有一个矩形，它由棋盘的水平线和竖直线组成，矩形四角的四个小方格同色。

（2）给出4×6棋盘的一种黑、白染色方式，使得棋盘上不存在（1）中所说的矩形。
26. 12×12棋盘的144个小方格，用黄、红、白三种颜色染色，证明：存在一个以棋盘的水平线和竖直线组成的矩形，矩形四角的四个小方格同色。

27. 由n个点和这些点间的L条连线段组成一个空间图形，其中
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已知此图中任意四点不共面，每点至少有一条连线段，存在一点至少有
[image: image59.wmf]2
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条连线段，证明：图中必存在一个空间四边形（即由四点A、B、C、D和四条连线段AB、BC、CD、DA组成的图形）

28. 设
[image: image60.wmf]{1,2,,2005}

M

=

L

,A 是M的子集，若对任何
[image: image61.wmf],,
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为边长唯一地确定一个等腰三角形，求|A|的最大值。
29. （第26届IMO备选题）设A是正整数集合
[image: image63.wmf]*
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的子集，对任何
[image: image64.wmf],,
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30. 编号为1、2、……、n的n本书排成一列（开始顺序是乱的），图书管理员想把它们按照正确的顺序排序（从左到右依次为1、2、3、……、n）。每次他选一本位于它本该所处位置右边的书将它插入正确的位置。例如，若n=4，四本书依次为1、3、2、4时，管理员可以将编号为2的书放在第2个位置，这样四本书顺序变为1、2、3、4.求证：

(1) 无论如何选择操作顺序，只要操作不断地进行，肯定可以将所有的书排列成正确的顺序；

(2) 他最多可以操作多少步？
31. 把1993块正方形玻璃排成一行，每一块都涂上红、白、黄三种颜色之一。以下的操作称为一次调整：擦去两块不同色玻璃上的颜色，并把它们都涂上第三种颜色。求证：不论初始颜色的分布状况如何，总可以通过有限次适当的调整之后，使所有玻璃片都涂上同一种颜色，并且最后的颜色是唯一确定的，与具体的调整方案无关。
32. 从左到右编号为
[image: image66.wmf]1
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的n个盒子共装有n个小球，每次可以选择一个盒子
[image: image67.wmf]k
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，进行如下操作：若
[image: image68.wmf]k
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在两端且至少1个小球，则可以向相邻盒子移1个小球；若
[image: image69.wmf]k
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不在两端且至少2个小球，则可以向两边相邻盒子各移1个小球。求证：无论初始这些小球如何放置，总能经过有限次操作使得每个盒子中恰有1个小球。
33. 正五边形的每个顶点上写一个整数，使这五个整数之和为正。若有某三个相连顶点的整数依次为
[image: image70.wmf],,
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，而中间的
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，只要所得的五个数中至少还有一个为负时，这种操作就继续进行。试问：这种操作是否在进行有限次后必定终止？
34. 对于整数
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，使得对于任何正整数m，集合
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元子集中，均有至少3个两两互素的元素。
35. 设
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是给定的正实数，
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的三元数组(i,j,k)的个数记为
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36. 设
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是平面上n+1个点，它们两两间的距离的最小值为
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37. 在半径R=16的圆中有650个红点，证明存在一个内半径为2，外半径为3的圆环，其中至少有10个红点。

38. 如果F中任意两个元素
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互不包含，那么F称为斯佩纳（E.Sperner）族,间称S族。求证S族的元素至多为
[image: image87.wmf][/2]
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1. 如果一个集合不包含满足x+y=z的三个数x,y,z,则称之为单纯的，设
[image: image89.wmf]{1,2,,21}
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，A是M的单纯子集，求|A|的最大值。

2. 设整数
[image: image90.wmf]3
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，且
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都是正整数，证明：存在不同的整数
[image: image92.wmf],,,,
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3. 设
[image: image94.wmf]{1,2,,100}

X

=

L

，A是X的子集，若对A中任何的两个元素
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，求|A|的最大值。（答案76）
4. 一个圆被432个点等分为432段弧，将其中108个点染成红色，108个点染成绿色，108个点染成蓝色，108个点染成黄色。求证：可以在每种颜色的点中各选3个点，使得由同色点构成的四个三角形都全等。
5. 给定正整数n，求最大的实数C，满足：若一组大于1的整数（可以有相同）的倒数和小于C，则一定可以将这一组数分成不超过n组，使得每一组数的倒数和都小于1.

6. 设正整数
[image: image97.wmf]3
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，如果在平面上有n个格点
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（1）求最小的“好数”；  （2）问：2005是否为“好数”。

7. 设n,k为大于1的整数，
[image: image107.wmf]2
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k

个不被
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整除的整数，若将它们任意分成两组，则总有一组有若干个数的和被
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8. 设集合
[image: image111.wmf]{1,2,3,4,5}
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9. 给定正整数
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，求具有下述性质的最小整数
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10. 求满足下面条件的最小正整数k；对集合
[image: image122.wmf]{1,2,,2012}
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