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椭圆动态参数问题通关 30 练

1.已知 �ꗘᒐꗘΦꗘᒓ � ��，�t ᒐ � �，�
Φ
t ᒐ

ᒓ
� 洠，其中 �，ᒐ是常数且 � 常 ᒐ，若 Φ t ᒓ 的最小值是 � t

� �，满足条件的点 �ꗘᒐ 是椭圆
��

�
t ��

洠t
� 洠一弦的中点，则此弦所在的直线方程为 ��

A. � � ��t � � 晦 B. �� � �� � � � 晦

C. � t � � � � 晦 D. ��t � � � � 晦

2. �晦 是圆 ���� t � � 洠 � � 洠 的直径，� 是椭圆 �� �
�

�
t �� � 洠 上的一点，则 ��� ���� � �晦� ���� 的取值范围

是 ．

3. 已知椭圆
��

��
t ��

��
� 洠 � t � t 晦 的两个焦点分别为 �洠 � �ꗘ晦 和 �� �ꗘ晦 � t 晦 ，�，� 是椭圆短

轴的两端点，过点 � ��ꗘ晦 的直线 ��与椭圆相交于另一点 晦，且 �洠�∥��晦．

（1）求椭圆的离心率；

（2）设直线 ��晦上有一点 � �ꗘᒐ � � 晦 在 � ��洠�的外接圆上，求
ᒐ
�
的值．

4. 己知椭圆
��

��
t ��

��
� 洠 � t � t 晦 与抛物线 �� � �h� h t 晦 共焦点 ��，抛物线上的点 � 到 � 轴

的距离等于 ��� � 洠，且椭圆与抛物线的交点 �满足 ��� � �
�
．

（1）求抛物线的方程和椭圆的方程；

（2）过抛物线上的点 �作抛物线的切线 � � ��t � 交椭圆于 �，晦两点，设线段 �晦的中点为

� �晦ꗘ�晦 ，求 �晦 的取值范围．
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5.如图，已知椭圆
��

��
t �� � 洠 � t 洠 的长轴长是短轴长的 �倍，右焦点为 �，点 晦，�分别是该椭

圆的上、下顶点，点 �是直线 ��� �� �上的一个动点（与 �轴交点除外），直线 ��交椭圆于另

一点 �．记直线 晦�，晦�的斜率分别为 �洠，��．

（1）当直线 ��过点 �时，求 �晦� ���� � ��� ���� 的值；

（2）求 ��洠� t ����的最小值．

6.已知 �，�为椭圆
��

�
t �� � 洠上的两点，满足 ��� � ���．其中 �洠，�� 分别为左右焦点．

（1）求 ���洠� ����� t ���� ����� �的最小值；

（2）若 ��洠� ����� t ���� ����� � ��洠� ����� t ���� ����� ，设直线 ��的斜率为 �，求 �� 的值．

7. 在直角坐标系中，椭圆 �洠�
��

��
t ��

��
� 洠 � t � t 晦 的左、右焦点分别为 �洠，��，其中 �� 也是抛

物线 ����� � ��的焦点，点 �为 �洠 与 �� 在第一象限的交点，且 ��� � �
�
．

（1）求椭圆的方程；

（2）过 �� 且与坐标轴不垂直的直线交椭圆于 �，� 两点，若线段 ��� 上存在定点 � ᒓꗘ晦 ，使

得以 ��，��为邻边的四边形是菱形，求 ᒓ的取值范围．
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8.已知椭圆 �� �
�

��
t ��

��
� 洠 � t � t 晦 的离心率为

�
�
，且过点 � �ꗘ洠 ．

（1）求椭圆 �的方程；

（2）若 �，� 是椭圆 � 上的两个动点，且使 ����的角平分线总垂直于 � 轴，试判断直线 ��

的斜率是否为定值?若是，求出该值；若不是，说明理由．

9.如图，在平面直角坐标系 ���中，已知椭圆
��

��
t ��

��
� 洠 � t � t 晦 过点 � �ꗘ洠 ，离心率为

�
�
．

（1）求椭圆的方程；

（2）若直线 �：� � ��t � � � 晦 与椭圆相交于 晦，�两点（异于点 �），线段 晦�被 �轴平分，

且 �晦 � ��，求直线 �的方程．
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10.已知椭圆
��

��
t ��

��
� 洠 � t � t 晦 与抛物线 �� � �h� h t 晦 共焦点 ��，抛物线上的点 � 到 �轴

的距离等于 ����� � 洠，且椭圆与抛物线的交点 �满足 ����� �
�
�
．

（1）求抛物线的方程和椭圆的方程；

（2）过抛物线上的点 �作抛物线的切线 � � ��t � 交椭圆于 �、 晦两点，求此切线在 �轴上

的截距的取值范围．

11.如图，设椭圆
��

��
t ��

��
� 洠 � t � t 晦 的左、右焦点分别为 �洠，��，点 �在椭圆上，��洠 � �洠��，

�洠��
��洠

� � �，� ��洠�� 的面积为
�
�
．

（1）求该椭圆的标准方程；

（2）是否存在圆心在 �轴上的圆，使圆在 �轴的上方与椭圆有两个交点，且圆在这两个交点处

的两条切线相互垂直并分别过不同的焦点?若存在，求圆的方程，若不存在，请说明理由．
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12.如图，在平面直角坐标系 ��� 中，焦点在 � 轴上的椭圆 �� �
�

�
t ��

��
� 洠 经过点 �ꗘ�� ，其中 � 为

椭圆 �的离心率．过点 � 洠ꗘ晦 作斜率为 � � t 晦 的直线 � 交椭圆 �于 �，晦两点（� 在 � 轴下

方）．

（1）求椭圆 �的标准方程；

（2）过点 �且平行于 �的直线交椭圆 �于点 �，�，求
���晦�
���

的值；

（3）记直线 �与 �轴的交点为 �．若 ��� ���� � �
�
�晦� ����，求直线 �的斜率 �．

13. 在平面直角坐标系 ��� 中，椭圆 �：��

��
t ��

��
� 洠 � t � t 晦 过点 �ꗘ洠 ，且与直线 �� t

�� � � � 晦相切．

（1）求椭圆 �的方程；

（2）若椭圆 �与 �轴交于�，�两点，椭圆 �内部的动点 �使 ����，����，����成等比数列，

求 ��� ���� � ��� ���� 的取值范围．
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14.已知椭圆 �� �
�

��
t �� � 洠 � t 晦 ，�洠，�� 分别是其左、右焦点，以 �洠�� 为直径的圆与椭圆 � 有

且仅有两个交点．

（1）求椭圆 �的方程；

（2）设过点 �洠 且不与坐标轴垂直的直线 �交椭圆于 �，晦两点，线段 �晦的垂直平分线与 �轴

交于点 �，点 �横坐标的取值范围是 � 洠
�
ꗘ晦 ，求线段 �晦长的取值范围．

15. 已知椭圆 �� �
�

��
t ��

��
� 洠 � t � t 晦 经过点 洠ꗘ � �

�
，左右焦点分别为 �洠，��，圆 �� t �� � � 与

直线 � t � t � � 晦相交所得弦长为 �．

（1）求椭圆 �的标准方程；

（2）设 � 是椭圆 � 上不在 � 轴上的一个动点，� 为坐标原点，过点 �� 作 �� 的平行线交椭圆

�于 �，�两个不同的点，求
��
��

的取值范围．
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16.已知椭 �� �
�

��
t ��

��
� 洠 � t � t 晦 的离心率为

洠�
�
，�洠，�� 是椭圆的两个焦点，�是椭圆上任意一

点，且 � ��洠�� 的周长是 � t � 洠�．

（1）求椭圆 �的方程；

（2）设圆 �� � � ᒓ � t �� � �
�
，过椭圆的上顶点作圆 �的两条切线交椭圆于 �，�两点，当圆心

在 �轴上移动且 ᒓ � 洠ꗘ� 时，求 ��的斜率的取值范围．

17.已知椭圆 �：��� t �� � 洠 � t 晦 ．

（1）若椭圆 �的右焦点坐标为 �ꗘ晦 ，求 �的值；

（2）由椭圆 �上不同三点构成的三角形称为椭圆的内接三角形．若以 晦 晦ꗘ洠 为直角顶点的椭圆

�的内接等腰直角三角形恰有三个，求 �的取值范围．
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18.已知椭圆 �的右焦点与抛物线 �� � ��的焦点重合，点� 洠ꗘ �
�

在椭圆 �上．

（1）求椭圆 �的方程；

（2）设 � � �ꗘ晦 ，直线 � � ��t 洠 与椭圆 � 交于 �，晦 两点，若直线 ��，�晦 均与圆 �� t

�� � �� � t 晦 相切，求 �的值．

19.已知椭圆�� �
�

�
t ��

��
� 洠 � t 晦 的一个焦点坐标为 �ꗘ晦 ．

（1）求椭圆�的方程和离心率；

（2）若椭圆�与 �轴交于 �，晦两点（�点在 晦点的上方），�是椭圆上异于 �，晦的任意一

点，过点 �作 �� � �轴于 �，�为线段 �� 的中点，直线 ��与直线 � �� 洠交于点 �，�

为线段 晦�的中点，�为坐标原点．求 ����的大小．

20.已知椭圆 � 的中心在原点，焦点 �洠，�� 在 �轴上，离心率等于
� �
�
，�是椭圆 � 上的点，以线

段 ��洠 为直径的圆经过 ��，且 ���洠� ����� � ���� ����� � 洠．

（1）求椭圆 �的方程；

（2）做直线 � 与椭圆 � 交于两个不同的点 �，�，如果线段 �� 被直线 ��t 洠 � 晦 平分，求 �

的倾斜角的取值范围．
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21.在圆 �� t �� � � 上任取一点 �，过点 � 作 � 轴的垂线段 ��，� 为垂足，点 � 在线段 �� 上，

满足
��
��

� �
�
，当点 �在圆上运动时，设点�的轨迹为曲线 �．

（1）求曲线 �的方程；

（2）若直线 � � � � t � 上存在点 �，使过点 � 作曲线 �的两条切线互相垂直，求实数 �的

取值范围．

22. 已知椭圆
��

��
t ��

��
� 洠 � t � t 晦 的离心率 � � �

�
，以上顶点和右焦点为直径端点的圆与直线

� t � � � � 晦相切．

（1）求椭圆的标准方程；

（2）对于直线 ��� � � t �和点 � 晦ꗘ� ，椭圆 �上是否存在不同的两点 �与 晦关于直线 �对称，

且 ���� ���� � �晦� ���� � ��，若存在实数 �的值，若不存在，说明理由．
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23.在直角坐标系中，椭圆 C洠�
��

��
t ��

��
� 洠 � t � t 晦 的左、右焦点分别为 �洠，��，其中 �� 也是抛

物线 C���� � ��的焦点，点 �为 C洠 与 C� 在第一象限的交点，且 ����� �
�
�
．

（1）求椭圆的方程；

（2）过 �� 且与坐标轴不垂直的直线交椭圆于 �，�两点，若线段 ��� 上存在定点 � ᒓꗘ晦 使得

以 ��，��为邻边的四边形是菱形，求 ᒓ的取值范围．

24.经过原点的直线与椭圆 �� �
�

��
t ��

��
� 洠 � t � t 晦 交于 �，晦两点，点 �为椭圆上不同于 �，晦的

一点，直线 ��，�晦的斜率均存在，且直线 ��，�晦的斜率之积为 � 洠
�
．

（1）求椭圆 �的离心率；

（2）设 �洠，�� 分别为椭圆的左、右焦点，斜率为 � 的直线 � 经过椭圆的右焦点，且与椭圆交

于�，�两点，若点 �洠 在以 �� 为直径的圆内部，求 �的取值范围．

25.设椭圆
��

��
t ��

�
� 洠 � t � 的右焦点为 �，右顶点为 �．已知

洠
��

t 洠
��

� ��
��

，其中 �为原点，

�为椭圆的离心率．

（1）求椭圆的方程；

（2）设过点 �的直线 �与椭圆交于点 晦（晦不在 �轴上），垂直于 �的直线与 �交于点 �，与 �

轴交于点 �．若 晦� � ��，且 ���� � ����，求直线 �的斜率的取值范围．
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26. 已知椭圆 �� �
�

��
t ��

��
� 洠 � t � t 晦 的离心率为

�
�
，以原点为圆心，椭圆的短半轴长为半径的圆

与直线 � � � t � � 晦相切．

（1）求椭圆 �的方程．

（2）若过点 � �ꗘ晦 的直线与椭圆 � 相交于 �，晦 两点，设 � 为椭圆上一点，且满足 ��� ���� t

�晦� ���� � ᒓ��� ����（�为坐标原点），当 ��� ���� � �晦� ���� 常 � �
�

时，求实数 ᒓ的取值范围．

27.已知椭圆 �� �
�

��
t ��

��
� 洠 � t � t 晦 ，�为椭圆 �的右顶点，晦，�为椭圆 �的上、下顶点．

（1）若 �为 ��的中点，� 晦��的面积为 �，椭圆的离心率为
�
�
，求椭圆 �的方程；

（2）�为椭圆 �的右焦点，线段 ��的延长线与线段 �晦交于点 �，与椭圆 �交于点 �，求
��
��

的最小值．

28.已知椭圆 �� �
�

��
t ��

��
� 洠 � t � t 晦 过点 晦ꗘ � ，且离心率为

洠
�
．

（1）求椭圆 �的方程；

（2）若以 � � � 晦 为斜率的直线 � 与椭圆 � 相交于两个不同的点 �，晦，且线段 �晦 的垂直平

分线与两坐标轴围成的三角形面积为
洠
洠t
，求 �的取值范围．
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29. 已知椭圆 �� �
�

��
t ��

��
� 洠 � t � t 晦 的上下两个焦点分别为 �洠，��，过点 �洠 与 � 轴垂直的直线

交椭圆 �于�，�两点，����� 的面积为 �，椭圆 �的离心力为
�
�
．

（1）求椭圆 �的标准方程；

（2）已知 �为坐标原点，直线 ��� � ��t � 与 �轴交于点 �，与椭圆 �交于 �，晦两个不同的

点，若存在实数 �，使得 ��� ���� t ��晦� ���� � ���� ����，求 �的取值范围．

30.已知椭圆 �� �
�

��
t ��

�
� 洠 � t � 的离心率

�
�
，点 �，� 是椭圆 � 上的点，且直线 �� 与 �� 的

斜率之积为 � 洠
�
．

（1）求椭圆 �的方程；

（2）设动点 � �晦ꗘ�晦 满足 ��� ���� � ��� ����� t ���� ���� ，是否存在常数 �，使得 � 是椭圆
��

��
t ��

�
� � 上的

点．
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答案

第一部分

1. D 【解析】因为 �，ᒐ，Φ，ᒓ为正数，�t ᒐ � �，�
Φ
t ᒐ

ᒓ
� 洠，Φ t ᒓ的最小值是 � t � �，

所以 Φ t ᒓ �
Φ
t ᒐ

ᒓ
的最小值是 � t � �，

所以 Φ t ᒓ �
Φ
t ᒐ

ᒓ
� �t ᒐ t �ᒓ

Φ
t ᒐΦ

ᒓ
� �t ᒐ t � �ᒐ，

满足
�ᒓ
Φ
� ᒐΦ

ᒓ
时取最小值，此时最小值为 �t ᒐ t � �ᒐ � � t � �，

得：�ᒐ � �，又：�t ᒐ � �，所以，� � 洠，ᒐ � �．

设以 洠ꗘ� 为中点的弦交椭圆
��

�
t ��

洠t
� 洠于 � �洠ꗘ�洠 ，晦 ��ꗘ�� ，

由中点坐标公式知 �洠 t �� � �，�洠 t �� � �，

把 � �洠ꗘ�洠 ，晦 ��ꗘ�� 分别代入 ��� t �� � 洠t，得
��洠

� t �洠
� � 洠tꗘ

���
� t ��

� � 洠tꗘ

两式相减得 � �洠 � �� t �洠 � �� � 晦，所以 � � ����洠
�����

�� �．

所以此弦所在的直线方程为 � � � �� � � � 洠 ，即 ��t � � � � 晦．

第二部分

2. � 洠ꗘ 洠�
�

第三部分

3.（1） 因为 ��� � �� � � � �� � �洠�� ，且 �洠�∥��晦，

所以 晦是 �和 �的中点，

不妨设 � 晦ꗘ� ，由 � ��ꗘ晦 ，

所以 晦 ��
�
ꗘ �
�
，

代入
��

��
t ��

��
� 洠得：

�
��
�

��
t

洠
��
�

��
� 洠，

所以
�
�
� �

�
，即椭圆的离心率 � � �

�
．

（2） 由（Ⅰ）知，�� � �
�

�
� 洠

�
，

得 �� � ���，�� � �� � �� � ���，

所以椭圆的方程可设为 ��� t ��� � t��，

若 � 晦ꗘ �� ，则 � 晦ꗘ � �� ，

线段 ��洠 的垂直平分线 �的方程为 � � �
�
� �� �

�
� t �

�
，

直线 �与 �轴的交点
�
�
ꗘ晦 是 � ��洠�外接圆的圆心，

因此，外接圆的方程为 � � �
�

�
t �� � �

�
t �

�
，

直线 ��晦的方程为 � � � � � � ，
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于是点 � �ꗘᒐ 的坐标满足方程组：
ᒐ � � � � � ꗘ

� � �
�

�
t ᒐ� � ���

�
ꗘ

由 � � 晦，解得
ᒐ � � �

�
�ꗘ

� � �
�
�ꗘ

故
ᒐ
�
� � �

�
，

若 � 晦ꗘ � �� ，则 � 晦ꗘ �� ，

同理可得
ᒐ
�
�� � �

�
，

所以
ᒐ
�
�� � �

�
．

4.（1） 因为抛物线上的点 �到 �轴的距离等于 ��� � 洠，

所以点�到直线 � �� 洠的距离等于点 �到焦点 �� 的距离，

得 � �� 洠是抛物线 �� � �h�的准线，

即 � h
�
�� 洠，

解得 h � �，

所以抛物线的方程为 �� � ��；

可知椭圆的右焦点 �� 洠ꗘ晦 ，左焦点 �洠 � 洠ꗘ晦 ，

由 ��� � �
�
，得 �� t 洠 � �

�
，

又 ��
� � ���，

解得 � �
�
ꗘ � t ，

由椭圆的定义得 �� � ��洠 t ��� � �
�
t �

�
� t，

所以 � � �，

又 � � 洠，得 �� � �� � �� � �，

所以椭圆的方程为
��

�
t ��

�
� 洠．

（2） 显然 � � 晦，� � 晦，

由
� � ��t �ꗘ
�� � �� 消去 �，得 ��� � ��t �� � 晦，

由题意知 洠�� 洠t � 洠t�� � 晦，得 �� � 洠，

由
� � ��t �ꗘ
��

�
t ��

�
� 洠

消去 �，得 ��� t � �� t 洠���� t ��� � �� � 晦，

其中 ��� 洠��� � � � ��� t � ��� � �� t 晦，

化简得 ��� ��� t � t 晦，

又 � � 洠
�
，得 �� � ��� � � 常 晦，

解得 晦 常 �� 常 �，

设 � �洠ꗘ�洠 ，晦 ��ꗘ�� ，

则 �晦 �
�洠t��
�

�� �
���t�

常 晦，
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由 �� � 洠
�� t

洠
�
，得 �晦 t� 洠，

所以 �晦 的取值范围是 � 洠ꗘ晦 ．

5.（1） 由椭圆
��

��
t �� � 洠 � t 洠 的长轴长是短轴长的 �倍，得 � � �，

由题意 晦 晦ꗘ洠 ，� 晦ꗘ � 洠 ，焦点 � �ꗘ晦 ，

当直线 ��过点 �时，则直线 ��的方程为
�
�
t �

�洠
� 洠，即 � � �

�
� � 洠，

令 � �� �，得 � �� �，则 � � �ꗘ � � ，

联立

��

�
t �� � 洠ꗘ

� � �
�
� � 洠ꗘ

解得
� � � �

�
ꗘ

� � 洠
�

或
� � 晦ꗘ
� �� 洠 舍 ，

即� � �
�
ꗘ 洠
�
，

因为 �晦� ���� � �ꗘ� ，��� ���� � 洠� �
�
ꗘ 洠�
�

，

所以 �晦� ���� � ��� ���� � ��
�
t ��

�
� �晦

�
．

（2） 设 � �ꗘ � � ，且 � � 晦，则直线 ��的斜率 � � �洠� ��
晦��

�� 洠
�
，

则直线 ��的方程为 � �� 洠
�
� � 洠，

联立
� �� 洠

�
� � 洠ꗘ

��

�
t �� � 洠ꗘ

化简，得 洠 t �
�� �� t �

�
� � 晦，

解得� � ��
��t�

ꗘ ���
�

��t�
，

所以 �洠 �
����

��t�
�洠

� ��
��t�

� ����

���
� �

�
，�� �

洠� ��
晦��

�� �
�
，

所以 ��洠� t ���� � � �
�
t �

�
� � �

�
� �，当且仅当 � �� � �时取等号．

所以 ��洠� t ����的最小值为 �．

6.（1） 因为 ��洠� ����� t ���� ����� � ���� ����（�为坐标原点），

显然 ���� ���� �min � 洠，

所以 ���洠� ����� t ���� ����� �的最小值为 �．

（2） 由题意，可知 �� � ��．

又 ��� � ���，

所以 ��是两个直角三角形 ���和 ����的公共斜边，即得线段 ��的中点到 �，�� 两点的距离相等，

即线段 ��中点的横坐标为
洠
�
．

设直线 ��的方程为 � � ��t �，联立椭圆方程，得 洠 t ��� �� t ���� t ��� � � � 晦．

设 � �洠ꗘ�洠 ，� ��ꗘ�� ，则 �洠 t �� ��
���

洠t���
．

又因为 �洠 t �� � 洠，

所以 洠 t ��� �� ���ꗘ�tt�

另一方面，�洠�� �
�����
洠t���

，�洠�� �
���������

洠t���
t ��t ��．
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由 �洠�� t �洠�� � 晦，得
�����
洠t���

t ���������

洠t���
t ��t �� � 晦，

即 ����� t ���� � ��� t ��� t �� � � � 晦ꗘ�tt�

由� �，得 � �晦�� � �晦�� t � � 晦，解得 �� � ��t� 洠晦
洠晦

．

7.（1） 抛物线 �� � ��的焦点为 洠ꗘ晦 ， ��� � �� t 洠 � �
�
，

所以 �� �
�
�
，所以 �� �

�
�
t，所以 � �

�
ꗘ �
�
t ，

又 �� 洠ꗘ晦 ，所以 �洠 � 洠ꗘ晦 ，

所以 ��洠 t ��� � �
�
t �

�
� �，所以 � � �，

又因为 � � 洠，所以 �� � �� � �� � �，

所以椭圆方程是：
��

�
t ��

�
� 洠．

（2） 设��中点为 � �晦ꗘ�晦 ，

因为以 ��，��为邻边的四边形是菱形，所以 �� � ��，

设直线��的方程为 � � �� t 洠，

联立
� � �� t 洠ꗘ
��

�
t ��

�
� 洠 整理得 ��� t � �� t t�� � � � 晦，

因为 �� 在椭圆内，所以 � t 晦恒成立，所以 �洠 t �� �
�t�
���t�

，

所以 �晦 �
���
���t�

，所以 �晦 � ��晦 t 洠 � �
���t�

，

所以 ��� � ��� �� 洠，即

���
���t�
�

���t�
�ᒓ
���，整理得 ᒓ � 洠

���t�
，

因为 �� t 晦，所以 ��� t � � �ꗘ t � ，所以 ᒓ � 晦ꗘ 洠
�
，

所以 ᒓ的取值范围是 晦ꗘ 洠
�
．

8.（1） 因为椭圆 �的离心率为
�
�
，且过点 � �ꗘ洠 ，

所以
�
��
t 洠

��
� 洠，�

�
� �

�
．

因为 �� � �� t ��，

解得 �� � �，�� � �，

所以椭圆 �的方程为
��

�
t ��

�
� 洠．

（2） 法 1：因为 ����的角平分线总垂直于 �轴，所以 ��与 ��所在直线关于直线 � � �对

称．设直线 ��的斜率为 �，则直线 ��的斜率为 � �．

所以直线 ��的方程为 � � 洠 � � � � � ，直线 ��的方程为 � � 洠 �� � � � � ．

设点 � ��ꗘ�� ，� ��ꗘ�� ，

由
� � 洠 � � � � � ꗘ
��

�
t ��

�
� 洠ꗘ

消去 �，

得 洠 t ��� �� � 洠t�� � �� � t 洠t�� � 洠t� � � � 晦��tt�

因为点 � �ꗘ洠 在椭圆 �上，所以 � � �是方程�的一个根，则 ��� �
洠t���洠t���

洠t���
．
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所以 �� �
��������
洠t���

．

同理 �� �
���t����
洠t���

．

所以 �� � �� ��
洠t�

洠t���
．

又 �� � �� � � �� t �� � � �� ��
洠t���

．

所以直线 ��的斜率为 ��� �
�����
�����

� 洠
�
．

所以直线 ��的斜率为定值，该值为
洠
�
．

法 2：设点 � �洠ꗘ�洠 ，� ��ꗘ�� ，

则直线 ��的斜率 ��� �
�洠�洠
�洠��

，直线 ��的斜率 ��� �
���洠
����

．

因为 ����的角平分线总垂直于 �轴，所以 ��与 ��所在直线关于直线 � � �对称．

所以 ��� �� ���，即
�洠�洠
�洠��

t ���洠
����

� 晦ꗘ�tt�

因为点 � �洠ꗘ�洠 ，� ��ꗘ�� 在椭圆 �上，

所以
�洠
�

�
t

�洠
�

�
� 洠ꗘ�tt�

��
�

�
t

��
�

�
� 洠��tt�

由�得 �洠
� � � t � �洠

� � 洠 � 晦，得
�洠�洠
�洠��

�� �洠t�
� �洠t洠

ꗘ�tt�

同理由�得
���洠
����

�� ��t�
� ��t洠

ꗘ�tt�

由���得
�洠t�

� �洠t洠
t ��t�

� ��t洠
� 晦，

化简得 �洠�� t ���洠 t �洠 t �� t � �洠 t �� t � � 晦ꗘ�tt�

由�得 �洠�� t ���洠 � �洠 t �� � � �洠 t �� t � � 晦ꗘ�tt�

��� 得 �洠 t �� �� � �洠 t �� ．

��� 得
�洠
����

�

�
t

�洠
����

�

�
� 晦，得

�洠���
�洠���

�� �洠t��
� �洠t��

� 洠
�
．

所以直线 ��的斜率为 ��� �
�洠���
�洠���

� 洠
�
为定值．

法 3：设直线 ��的方程为 � � ��t �，点 � �洠ꗘ�洠 ，� ��ꗘ�� ，

则 �洠 � ��洠 t �，�� � ��� t �，

直线 ��的斜率 ��� �
�洠�洠
�洠��

，直线 ��的斜率 ��� �
���洠
����

．

因为 ����的角平分线总垂直于 �轴，所以 ��与 ��所在直线关于直线 � � �对称．

所以 ��� �� ���，即
�洠�洠
�洠��

�� ���洠
����

，

化简得 �洠�� t ���洠 � �洠 t �� � � �洠 t �� t � � 晦．

把 �洠 � ��洠 t �，�� � ��� t �代入上式，并化简得

���洠�� t � � 洠 � �� �洠 t �� � ��t � � 晦��tt �

由
� � ��t �ꗘ
��

�
t ��

�
� 洠ꗘ

消去 �得 ��� t 洠 �� t ����t ��� � � � 晦ꗘ�tt ��

则 �洠 t �� ��
���

���t洠
，�洠�� �

�����
���t洠

，



第 18页（共 34页）高中数学解题研究会 339444963群文件

代入 � 得
�� �����
���t洠

� ��� ��洠���
���t洠

� ��t � � 晦，

整理得 �� � 洠 � t �� � 洠 � 晦，

所以 � � 洠
�
或 � � 洠 � ��．

若 � � 洠 � ��，可得方程 �� 的一个根为 �，不合题意．

若 � � 洠
�
时，合题意．

所以直线 ��的斜率为定值，该值为
洠
�
．

9.（1） 由题意知椭圆
��

��
t ��

��
� 洠 � t � t 晦 的离心率为 � � �

�
� �

�
，

所以 �� � �� � �� � 洠
�
��．

又点 � �ꗘ洠 在椭圆
��

��
t ��

��
� 洠 � t � t 晦 上，

所以
�
��
t 洠

��
� 洠，

解得
�� � �ꗘ
�� � �ꗘ

所以椭圆的方程为
��

�
t ��

�
� 洠．

（2） 将 � � ��t � � � 晦 代入椭圆的方程，得 �� t � ��t � � � � � 晦，

整理，得 洠 t ��� �� t ���� t ��� � � � 晦．�tt�

由线段 晦�被 �轴平分，得 �晦 t �� ��
���
洠t���

� 晦．

因为 � � 晦，所以 � � 晦．

因为当 � � 晦时，点 晦，�关于原点对称，

所以设点 晦的坐标为 �ꗘ�� ，

点 �的坐标为 � �ꗘ � �� ，

由方程�，得 �� � �
洠t���

．

又因为 �晦 � ��，点 �的坐标为 �ꗘ洠 ，

所以

�晦� ���� � ��� ��� � � � � � � � � t �� � 洠 � �� � 洠
� � � 洠 t �� ��

� � � � 洠t��

洠t���
� 晦ꗘ

所以 � �� 洠
�
．

因为当 � � 洠
�
时，直线 � � 洠

�
�过点 � �ꗘ洠 ，故 � � 洠

�
不符合题意，舍去，

所以直线 �的方程为 � �� 洠
�
�．

10.（1） 因为抛物线上的点 �到 �轴的距离等于 ����� � 洠，

所以点�到直线 � �� 洠的距离等于点 �到焦点 �� 的距离，

得 � �� 洠是抛物线 �� � �h�的准线，即 � h
�
�� 洠，

解得：h � �，

所以抛物线的方程为 �� � ��；
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可知椭圆的右焦点 �� 洠ꗘ晦 ，左焦点 �洠 � 洠ꗘ晦 ，

由抛物线的定义及 ����� �
�
�
，得 �� t 洠 � �

�
，

又 ��
� � ���，解得：� �

�
ꗘ � t ，

由椭圆的定义得 �� � ���洠� t ����� �
�
�
t �

�
� t，

所以 � � �，又 � � 洠，得 �� � �� � �� � �，

所以椭圆的方程为
��

�
t ��

�
� 洠．

（2） 显然 � � 晦，� � 晦，

由
� � ��t �ꗘ
�� � �� 消去 �，得 ��� � ��t �� � 晦，

由题意知 洠�� 洠t � 洠t�� � 晦，得 �� � 洠，

由
� � ��t �ꗘ
��

�
t ��

�
� 洠

消去 �，得 ��� t � �� t 洠���� t ��� � �� � 晦，

其中 ��� 洠��� � � � ��� t � ��� � �� t 晦，

化简得 ��� ��� t � t 晦，

又 � � 洠
�
，得 �� � ��� � � 常 晦，解得 晦 常 �� 常 �，

切线在 �轴上的截距为 � �� �
�
，又 � �

�
���� t� �，

所以 � � 常��� 常 晦，

所以切线在 �轴上的截距的取值范围是 � �ꗘ晦 ．

11.（1） 设 �洠 � �ꗘ晦 ，�� �ꗘ晦 ，其中 �� � �� � ��，

由
�洠��
��洠

� � �得 ��洠 � �洠��
� �

� �
�
�，

由 ��洠 � �洠�� 得 ����洠�� �
洠
�
��洠 � �洠�� � �

�
�� � �

�
，解得 � � 洠．

从而 ��洠 � �
�
， ��� � � ��洠 � t �洠�� � � �

�
，

因此 ��� � � �
�
．

所以 �� � ��洠 t ��� � � �，故 � � �，�� � �� � �� � 洠．

因此，所求椭圆的标准方程为：
��

�
t �� � 洠．

（2） 如图，
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设存在圆心在 �轴上的圆 �与椭圆
��

�
t �� � 洠相交于 �轴的上方，�洠 �洠ꗘ�洠 ，�� ��ꗘ�� 是两个交点，

�洠 t 晦，�� t 晦，�洠�洠，���� 是圆 �的切线，且 �洠�洠 � ����，

由圆和椭圆的对称性，易知 �� �� �洠，�洠 � ��， �洠�� � � �洠 ，

由（Ⅰ）知 �洠 � 洠ꗘ晦 ，�� 洠ꗘ晦 ，

所以 �洠�洠� ������� � �洠 t 洠ꗘ�洠 ，����� ������� � � �洠 � 洠ꗘ�洠 ，再由 �洠�洠 � ���� 得 � �洠 t 洠 � t �洠
� � 晦，即 �洠

� �

�洠 t 洠 �，

由点 �洠 在椭圆上，代入椭圆方程得 洠 �
�洠
�

�
� �洠 t 洠 �，即 ��洠

� t ��洠 � 晦，解得 �洠 ��
�
�
或 �洠 � 晦．

当 �洠 � 晦时，�洠，�� 重合，此时与题设要求不符合．

当 �洠 ��
�
�
时，过 �洠，�� 分别与 �洠�洠，���� 垂直的直线的交点即为圆心 �，

设 � 晦ꗘ�晦 ，由 ��洠 � �洠�洠，得
�洠��晦
�洠

� �洠
�洠t洠

�� 洠，而 �洠 � �洠 t 洠 � 洠
�
，故 �晦 �

�
�
，

圆 �的半径 ��洠 � � �
�

�
t 洠

�
� �

�

�
� � �

�
，

综上，存在满足条件的圆，其方程为：�� t � � �
�

�
� ��

�
．

12.（1） 因为椭圆
��

�
t ��

��
� 洠经过点 �ꗘ�� ，

所以
��

�
t ���

��
� 洠．

因为 �� � ��

��
� ��

�
，

所以
��

�
t ��

���
� 洠．

因为 �� � �� t ��，

所以
��

�
t ����

���
� 洠．

整理得 �� � 洠��� t �� � 晦，解得 �� � �或 �� � �（舍）．

所以椭圆 �的标准方程为
��

�
t ��

�
� 洠．

（2） 设 � �洠ꗘ�洠 ，晦 ��ꗘ�� ．

因为 � 洠ꗘ晦 ，则直线 �的方程为 � � � � � 洠 ．

联立直线 �与椭圆方程
� � � � � 洠 ꗘ
��

�
t ��

�
� 洠ꗘ

消去 �，得 ��� t 洠 �� � ���� t ��� � � � 晦ꗘ

所以
�洠 t �� �

���

���t洠
ꗘ

�洠�� �
�����
���t洠

�

因为��∥�，

所以直线��方程为 � � ��，

联立直线��与椭圆方程
� � ��ꗘ
��

�
t ��

�
� 洠ꗘ

消去 �得 ��� t 洠 �� � �，解得 �� � �
���t洠

，
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因为��∥�，

所以
���晦�
���

� 洠��洠 � ���洠
����� � ．

因为 洠 � �洠 � �� � 洠 �� �洠�� � �洠 t �� t 洠 � �
���t洠

，

�� � �� � � ��� � ��
���t洠

，

所以

���晦�
���

� 洠��洠 � ���洠
����� �

� �
���t洠

� ��
�t洠
��

� �
��
�

（3） 在 � � � � � 洠 中，令 � � 晦，则 � �� �，

所以 � 晦ꗘ � � ，

从而 ��� ���� � � �洠ꗘ � � � �洠 ，�晦� ���� � �� � 洠ꗘ�� ．

因为 ��� ���� � �
�
�晦� ����，

所以 � �洠 �
�
�
�� � 洠 ，即 �洠 t

�
�
�� �

�
�
．

由（�）知，
�洠 t �� �

���

���t洠
ꗘ

�洠�� �
�����
���t洠

�

由
�洠 t �� �

���

���t洠
ꗘ

�洠 t
�
�
�� �

�
�

解得 �洠 �
����t�
� ���t洠

，�� �
洠t����
� ���t洠

．

因为 �洠�� �
�����
���t洠

，

所以
����t�
� ���t洠

� 洠t����
� ���t洠

� �����
���t洠

，

整理得 �晦�� � ���� � �� � 晦，解得 �� � �或 �� �� 洠�
�晦
（舍）．

又因为 � t 晦，

所以 � � �．

13.（1） 因为椭圆 �：��

��
t ��

��
� 洠 � t � t 晦 与直线 �� t �� � � � 晦相切，

联立
�� t �� � � � 晦ꗘ

���� t ���� � ����ꗘ

整理得 �� t 洠
�
�� �� � � ���� t ��� � ���� � 晦，

由 � � 晦，可得
洠
�
�� t �� � �ꗘ�tt�

因为椭圆 �：��

��
t ��

��
� 洠 � t � t 晦 过点 �ꗘ洠 ，所以

�
��
t 洠

��
� 洠ꗘ�tt�

由��得 �� � �，�� � �，

所以椭圆 �的方程：
��

�
t ��

�
� 洠．

（2） 由（洠）得 � � �ꗘ晦 ，� �ꗘ晦 ，设 � �ꗘᒐ ，

因为 ����，����，����成等比数列，
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所以

����� � ���� � ���� t �� t ᒐ�
�
� �� � � t ᒐ� � � t � � t ᒐ�

t �� � ᒐ� t �ꗘ
因为 ��� ���� � � � ��ꗘ � ᒐ ，��� ���� � � ��ꗘ � ᒐ ，

所以 ��� ���� � ��� ���� � �� t ᒐ� � � � �ᒐ� � ᒐ．

因为 �在椭圆 �内部，所以 晦 � ᒐ� 常 洠，

所以 � � � ��� ���� � ��� ���� 常 晦．

即 ��� ���� � ��� ���� 的取值范围为 � �ꗘ晦 ．

14.（1） 根据题意，因为以 �洠�� 为直径的圆与椭圆 �有且仅有两个交点，

所以 � � � � 洠，即 � � �� t �� � �，即椭圆 �的方程为
��

�
t �� � 洠．

（2） 根据题意，过点 �洠 且不与坐标轴垂直的直线 �交椭圆于 �，晦两点，

即直线 �晦的斜率存在，

设直线 �晦的方程为 � � � � t 洠 ，与
��

�
t �� � 洠联立，

得 洠 t ��� �� t ���� t ��� � � � 晦，� t 晦，有 �� t 洠 t 晦，解之，得 � � �，

设 � �洠ꗘ�洠 ，晦 ��ꗘ�� ，�晦的中点为 � �晦ꗘ�晦 ，

�洠 t �� ��
���

洠t���
，�洠 � �� �

�����
洠t���

，

�洠 t �� � � �洠 t 洠 t � �� t 洠 � ��
洠t���

，

即� � ���

洠t���
ꗘ �
洠t���

，

设直线 �晦的垂直平分线方程为 � � �
洠t���

�� 洠
�
� t ���

洠t���
，

令 � � 晦，得 �� �
���

洠t���
，

因为 �� � � 洠
�
ꗘ晦 ，所以 晦 常 �� 常 洠

�
，

�晦 � 洠 t �� �洠 t �� � � ��洠 � ��

� 洠t �� � ���

洠t���

�
� � �����

洠t���

� � �� 洠t��

洠t���

� � 洠 t 洠
洠t���

� � �
�
ꗘ� � ꗘ

即线段 �晦长的范围是
� �
�
ꗘ� � ．

15.（1） 由已知可得：圆心到直线 � t � t � � 晦的距离为 洠，

即
�
�
� 洠，

所以 � � �，

又椭圆 �经过点 洠ꗘ � �
�

，

所以
洠
��
t �

���
� 洠，得到 � � �，

所以椭圆 �的标准方程为
��

�
t ��

�
� 洠．
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（2） 设 � �晦ꗘ�晦 ，� �洠ꗘ�洠 ，� ��ꗘ�� ，

��的方程为 � � ��，

则��的方程为 � � �� t 洠．

由
� � ��ꗘ
��

�
t ��

�
� 洠ꗘ

得
�� � t��

���t�
ꗘ

�� � t
���t�

ꗘ

即
�晦
� � t��

���t�
ꗘ

�晦
� � t

���t�
ꗘ

所以 �� � 洠t �� � �晦 � t 洠t��

���t�
，

由
� � �� t 洠ꗘ
��

�
t ��

�
� 洠ꗘ

得 ��� t � �� t ��� � � � 晦，

所以 � t 晦，

解之得 �为任意实数．

�洠 t �� �
��

���t�
，�洠�� ��

�
���t�

，

�� � 洠t �� � �洠 � ��
� 洠t �� � �洠 t �� � � ��洠��

� 洠t �� � 洠t��

���t� � t
洠t

���t�

� 洠t �� � � � 洠t��

���t�

� � � 洠t��

���t�
ꗘ

所以

��
��

�
� � 洠t��

���t�
t 洠t��

���t�

� � � � 洠t��

���t�

� � � � 洠t��

���t�

� � � � 洠

�t 洠
洠t��

ꗘ

因为 洠 t �� � 洠，

所以 晦 常 洠
洠t�� � 洠，

即 � 常 � t 洠
洠t�� � �，

即
洠
�
� 洠

�t 洠
洠t��

常 洠
�
，

所以
� t
�
� ��

��
常 �，
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即
��
��

的取值范围为
� t
�
ꗘ� ．

16.（1） 由 � � 洠�
�
，即

�
�
� 洠�

�
，可知 � � ��，� � 洠��，

因为 � ��洠�� 的周长是 � t � 洠�，

所以 ��t �� � � t � 洠�，

所以 � � �，� � 洠，

所求椭圆方程为
��

洠t
t �� � 洠．

（2） 椭圆的上顶点为 � 晦ꗘ洠 ，设过点 �与圆 �相切的直线方程为 � � ��t 洠，

由直线 � � ��t 洠与 �相切可知
��ᒓt洠�

��t洠
� �

�
，

即 �ᒓ� � � �� t 洠�ᒓ� t � � 晦，

所以 �洠 t �� ��
洠�ᒓ
�ᒓ���

，�洠�� �
�

�ᒓ���
，

由
� � �洠� t 洠ꗘ
��

洠t
t �� � 洠

得 洠 t 洠t�洠
� �� t ���洠� � 晦，

所以 �� ��
���洠

洠t洠t�洠
�，

同理 �� ��
����

洠t洠t��
�，

则

��� � �����
�����

� �洠��t洠 � ����t洠
�����

� �洠�������
�����

� �洠t��
洠�洠t�洠��

� tᒓ
����ᒓ�

�

当 洠 常 ᒓ 常 �时，� ᒓ � tᒓ
����ᒓ�

为增函数，

故 ��的斜率的范围为
t
��
ꗘ洠� ．

17.（1） 椭圆 �的方程可以写成
��
洠
�

t �� � 洠，焦点 �ꗘ晦 在 �轴上，

所以 �� � 洠
�
，�� � 洠，�� � �� � �� � 洠

�
� 洠 � �

�
� �，求得 � � 洠

�
．

（2） 设椭圆 �内接等腰直角三角形的两直角边分别为 晦�，晦�，设 � �洠ꗘ�洠 ，� ��ꗘ�� ，显然 晦�

与 晦�不与坐标轴平行，且 �晦� � �晦� �� 洠 常 晦．

所以可设直线 晦�的方程为 � � ��t 洠 � t 晦 ，则直线 晦�的方程为 � �� 洠
�
� t 洠，由

��� t �� � 洠ꗘ
� � ��t 洠

消去 �得到 �t �� �� t ��� � 晦，

所以 �洠 �
���
�t��

，求得 晦� � �� t 洠 �洠 � 晦 � �� t 洠 ���
�t��

� ��
�t��

�� t 洠，同理可求
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晦� � � 洠
�

�
t 洠 � �� � 晦

� � 洠
�

�
t 洠 �

�� �洠�

�t �洠�
�

� �
���t洠

�� t 洠�

因为 � �晦�为以 晦 晦ꗘ洠 为直角顶点的等腰直角三角形，

所以 晦� � 晦� ，

所以
��

�t��
�� t 洠 � �

���t洠
�� t 洠，整理得

��� � �� t � �� � 晦 t ��� �� � �� � � � 晦
t � �� � 洠 � �� � � � 晦
t � � � 洠 �� t � t 洠 � � � � 洠 � 晦
t � � 洠 ��� t �� 洠 � t � � 晦ꗘ

所以 � � 洠或 ��� t �� 洠 � t � � 晦，设 � � � ��� t �� 洠 � t �．

因为以 晦 晦ꗘ洠 为直角顶点的椭圆内接等腰直角三角形恰有三个，

所以关于 �的方程 ��� t �� 洠 � t � � 晦有两个不同的正实根 �洠，��，且不为 洠，

所以

� 洠 � 晦 t �t �� 洠 t� � 晦 t � � 洠
�
ꗘ

�洠 t �� t 晦 t� ��洠
�

t 晦 t 晦 常 � 常 洠ꗘ

�洠 � �� t 晦 t 洠 t 晦ꗘ恒成立ꗘ

� t 晦 t � � � � 洠 � � ��� t 晦 t� 洠 常 � 常 洠
�
ꗘ

所以实数 �的取值范围是 晦ꗘ 洠
�
．

18.（1） 因为抛物线 �� � ��的焦点坐标为 洠ꗘ晦 ，

所以 � � 洠，

所以 �� � �
�
t �

�

�
t �� � �，

即 � � �．

因为 �� � �� � �� � � � 洠 � �，

所以椭圆 �的方程为
��

�
t ��

�
� 洠．

（2） 设 � �洠ꗘ�洠 ，晦 ��ꗘ�� ，

因为直线 ��，�晦与圆 �� t �� � �� � t 晦 相切，

所以 ��� t �晦� � 晦，

即
�洠

�洠t�
t ��

��t�
� 晦，

通分得
�洠 ��t� t�� �洠t�

�洠t� ��t�
� 晦，

所以 ��洠 t 洠 �� t � t ��� t 洠 �洠 t � � 晦，

整理，得 ���洠�� t ��t 洠 �洠 t �� t � � 晦��tt�

联立
��

�
t ��

�
� 洠ꗘ

� � ��t 洠ꗘ
得 � t ��� �� t ��� � � � 晦，

所以 �洠 t �� ��
��

�t���
，�洠�� ��

�
�t���

，
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代入�，得 � � 洠．

19.（1） 依题意，� � �，� � �，

所以 �� � �� � �� � 洠．

则椭圆�的方程为
��

�
t �� � 洠．

离心率 � � �
�
� �

�
．

（2） 设 � �晦ꗘ�晦 ，�晦 � 晦，则 � 晦ꗘ�晦 ，� �晦
�
ꗘ�晦 ．

又 � 晦ꗘ洠 ，

所以直线 ��的方程为 � � 洠 � � �晦�洠
�晦

�．

令 � �� 洠，则 � �晦
洠��晦

ꗘ � 洠 ．

又 晦 晦ꗘ � 洠 ，�为线段 晦�的中点，

所以 � �晦
� 洠��晦

ꗘ � 洠 ．

所以 ��� ���� � �晦
�
ꗘ�晦 ，��� ���� � �晦

�
� �晦

� 洠��晦
ꗘ�晦 t 洠 ，

��� ���� � ��� ���� � �晦
�

�晦
�
� �晦

� 洠��晦
t �晦 �晦 t 洠

�
�晦
�

�
�

�晦
�

� 洠��晦
t �晦

� t �晦�

因为点�在椭圆�上，则
�晦
�

�
t �晦

� � 洠，

所以 �晦
� � � � ��晦

�．

则 ��� ���� � ��� ���� � 洠 �
�晦
�

� 洠��晦
t �晦 � 洠 � �晦 � 洠t �晦 � 晦．

因此 ��� ���� � ��� ����．

故 ���� � �晦�．

20.（1） 由题意可知：设题意的方程：
��

��
t ��

��
� 洠 � t � t 晦 ，� � �

�
� � �

�
，则 � � � �

�
�，

设 ��洠 � �， ��� � ᒐ，则 �t ᒐ � ��，

线段 ��洠 为直径的圆经过 ��，则 ��� � �洠��，则 ᒐ� t �� � � ��，

由题意得 �� � ᒐ � cos��洠��� � 洠，所以 �ᒐ� � 洠，ᒐ � 洠
�
，解得：� � �，� � � �，则 � �

�� � �� � 洠，

所以椭圆标准方程：�� t ��

�
� 洠．

（2） 假设存在直线 �，依题意 �交椭圆所得弦 ��被 � �� 洠
�
平分，所以直线 �的斜率存在．

设直线 ��� � ��t �，则

由
� � ��t �ꗘ

�� t ��

�
� 洠

消去 �，整理得 �� t � �� t ���� t �� � � � 晦，

因为 �与椭圆交于不同的两点 �，�，

所以 � � ����� � � �� t � �� � � t 晦，即 �� � �� � � 常 晦ꗘ�tt�

设� �洠ꗘ�洠 、 � ��ꗘ�� ，则 �洠 t �� ��
���
��t�

，
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所以
�洠t��
�

�� ��
��t�

�� 洠
�
，所以 � � ��t�

��
ꗘ�tt�

把�代入�式中得
��t�
��

�
� �� t � 常 晦，

所以 � t �或 � 常� �，

所以直线 �倾斜角 � � π
�
ꗘ π
�
� π

�
ꗘ �π
�

．

21.（1） 设 � �晦ꗘ�晦 ，� �ꗘ� ，� �晦ꗘ晦 ，

因为点�在线段 ��上，且满足
��
��

� �
�
，

所以 �晦 � �，�晦 �
�
�
�，

又 �在圆 �� t �� � �上，

所以 �晦
� t �晦

� � �，

所以 �� t �
�
�� � �，

曲线 �的方程为：
��

�
t ��

�
� 洠．

（2） 假设在直线 � � � � t � 上存在点 � �晦ꗘ�晦 ，设过点 � �晦ꗘ�晦 的椭圆的切线方程为 � � �晦 �

� � � �晦 ，

即 � � �� � ��晦 t �晦．

由 � � �� � ��晦 t �晦，
��

�
t ��

�
� 洠，整理得： � t ��� �� t 洠�� � ��晦 t �晦 � t � � ��晦 t �晦 � �

�t � 晦，

由 � � ����� � ��晦 t �晦 � � �t � t ��� � ��晦 t �晦 � � � � 晦，整理得： � � �晦
� �� t ���晦�晦 t

� � �晦
� � 晦．

故过点 � �晦ꗘ�晦 的椭圆的两条切线斜率 �洠，�� 分别是： � � �晦
� �� t ���晦�晦 t � � �晦

� � 晦的两解，

故 �洠�� �
���晦

�

���晦
� �� 洠 t �晦

� t �晦
� � 洠�，

因为点 �是圆 �� t �� � 洠�与 � � � � t � 的公共点，

所以 � 晦ꗘ晦 到直线 � � � � t � 的距离 � � 洠�即可．

��

洠t��

�
� 洠�，

解得 洠��� � 洠�，

即 � ��
t
� � � ��

t
，

实数 �的取值范围： � ��
t
ꗘ ��
t

．

22.（1） 由椭圆的离心率 � � �
�
，得

��

��
� ��

��t��
� 洠

�
，得 � � �．

上顶点为 晦ꗘ� ，右焦点为 �ꗘ晦 ，

以上顶点和右焦点为直径端点的圆的方程为 � � �
�

�
t � � �

�

�
� �

�

�
� ��

�
，

所以
���
�
� �

�
�，即 � � � � �，得 � � � � 洠，� � �，

所以椭圆的标准方程为
��

�
t �� � 洠．
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（2） 由题意设 � �洠ꗘ�洠 ，晦 ��ꗘ�� ，直线 �晦方程为：� �� � t ᒐ．

联立
� �� �t ᒐꗘ
��

�
t �� � 洠 消 �整理可得：��� � �ᒐ�t �ᒐ� � � � 晦，

由 � � � �ᒐ � � 洠� �ᒐ� � � � �� � �ᒐ� t 晦，解得 � � 常 ᒐ 常 �．

�洠 t �� �
�ᒐ
�
，�洠�� �

�ᒐ���
�

，

设直线 �晦中点为 � �晦ꗘ�晦 ，则 �晦 �
�洠t��
�

� �ᒐ
�
，

由点 �在直线 �晦上得：�晦 ��
�ᒐ
�
t ᒐ � ᒐ

�
，

又点 �在直线 �上，所以
ᒐ
�
� �ᒐ

�
t�，

则 � �� ᒐ
�
� � �

�
ꗘ �
�

��tt�

又 ��� ���� � �洠ꗘ�洠 � � ，�晦� ���� � ��ꗘ�� � � ，

所以

��� ���� � �晦� ���� � ��
�

� �洠ꗘ�洠 � � � ��ꗘ�� � � � ��
�

� �洠�� t �洠 � � �� � � � ��
�

� ᒐ� � �ᒐ � �
� ��� t t�� �
� � ��� 洠 �t 洠
� 晦ꗘ

解得：� � 洠
�
�或�� �� 洠��tt�

综合��，知 �的值为
洠
�
．

23.（1） 抛物线 �� � ��的焦点为 洠ꗘ晦 ，����� � �h t 洠 � �
�
，

所以 �h �
�
�
，

所以 �h �
�
�
t，

所以 � �
�
ꗘ �
�
t ，

又 �� 洠ꗘ晦 ，

所以 �洠 � 洠ꗘ晦 ，

所以 ���洠� t ����� �
�
�
t �

�
� �，

所以 � � �，

又因为 � � 洠，

所以 �� � �� � �� � �，

所以椭圆方程是：
��

�
t ��

�
� 洠．

（2） 设 ��中点为 � �晦ꗘ�晦 ，

因为以 ��，��为邻边的四边形是菱形，

所以 �� � ��，

设直线��的方程为 � � �� t 洠，联立
� � �� t 洠ꗘ
��

�
t ��

�
� 洠�
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整理得 ��� t � �� t t�� � � � 晦，

因为 �� 在椭圆内，

所以 � t 晦恒成立，

所以 �洠 t �� �
�t�
���t�

，

所以 �晦 �
���
���t�

，

所以 �晦 � ��晦 t 洠 � �
���t�

，

所以 ��� � ��� �� 洠，即

���
���t�
�

���t�
�ᒓ
�� π，

整理得 ᒓ � 洠
���t�

，

因为 �� t 晦，

所以 ��� t � � �ꗘ t � ，

所以 ᒓ � 晦ꗘ 洠
�
，

所以 ᒓ的取值范围是 晦ꗘ 洠
�
．

24.（1） 设 � �晦ꗘ�晦 ，� �洠ꗘ�洠 ，晦 � �洠ꗘ � �洠 ，

则

�晦
�

��
t

�晦
�

��
� 洠ꗘ

�洠
�

��
t

�洠
�

��
� 洠ꗘ

所以
�晦
���洠

�

�晦
���洠

� ��
��

��
．

因为 ��� � ��晦 �
�晦��洠
�晦��洠

� �晦t�洠
�晦t�洠

�
�晦
���洠

�

�晦
���洠

� ��
洠
�
，所以

��

��
� 洠

�
，

所以椭圆 �的离心率 � � 洠 � ��

��
� 洠 � 洠

�
� �

�
．

（2） 因为 � � �
�
� �

�
，所以

�
�
� 洠

�
，

所以
��

���
t ��

��
� 洠，� � ��，焦点 �洠 � ��ꗘ晦 ，

设���� � � � � �� ，

联立
� � � � � �� ꗘ
�� t ��� � ���

得 ��� t 洠 �� � � �����t 洠����� � ��� � 晦，

设� �洠ꗘ�洠 ，� ��ꗘ�� ，则 �洠 t �� �
� ����
���t洠

，�洠�� �
洠���������

���t洠
，�洠�� � �� �洠 � �� �� � �� �

�� �洠�� � �� �洠 t �� t ��� ，

所以 �洠�� ������ � �洠�� ����� 常 晦，所以

�洠 t ��ꗘ�洠 � �� t ��ꗘ�� � �洠 t ���洠�� t �� t �洠��
� �洠�� t �� �洠 t �� t ��� t �� �洠�� � �� �洠 t �� t ���

� 洠t �� �洠�� � �� �洠 t �� 洠 � �� t ��� 洠 t ��

� 洠t�� 洠���������

���t洠
t ������ 洠���

���t洠
t ���� 洠t�� ���t洠

���t洠
常 晦ꗘ

所以 洠 t �� 洠��� � � t ���� 洠 � �� t � 洠 t �� ��� t 洠 常 晦，

整理，得 �� 常 洠
��
，解得 �的取值范围是 � ��

��
ꗘ ��
��

．
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25.（1） 设 � �ꗘ晦 ，

由
洠
��

t 洠
��

� ��
��

，

即
洠
�
t 洠

�
� ��

� ���
，

可得 �� � �� � ���，

又 �� � �� � �� � �，

所以 �� � 洠，

因此 �� � �．

所以，椭圆的方程为
��

�
t ��

�
� 洠．

（2） 设直线 �的斜率为 � � � 晦 ，

则直线 �的方程为 � � � � � � ，

设 晦 �晦ꗘ�晦 ，

由方程组
��

�
t ��

�
� 洠ꗘ

� � � � � �
消去 �，整理得 ��� t � �� � 洠t��� t 洠t�� � 洠� � 晦．

解得 � � �，或 � � ����t
���t�

，

由题意得 �晦 �
����t
���t�

，从而 �晦 �
�洠��
���t�

．

由（洠）知，� 洠ꗘ晦 ，

设 � 晦ꗘ�� ，有 ��� ���� � � 洠ꗘ�� ，晦�� ���� � �����

���t�
ꗘ 洠��
���t�

．

由 晦� � ��，得 晦�� ���� � ��� ���� � 晦，

所以
�����
���t�

t 洠����
���t�

� 晦，

解得 �� �
�����

洠��
．

因此直线��的方程为 � �� 洠
�
� t �����

洠��
．

设� ��ꗘ�� ，

由方程组
� � � � � � ꗘ

� �� 洠
�
� t �����

洠��

消去 �，

解得 �� � �晦��t�
洠� ��t洠

．

在 ����中，���� � ���� � �� � �� ，

即 �� � � � t ��
� � ��

� t ��
� ，

化简得 �� � 洠，即
�晦��t�
洠� ��t洠

� 洠，

解得 � �� t
�
，或 � � t

�
．

所以，直线 �的斜率的取值范围为 ��ꗘ � t
�
� t

�
ꗘ t � ．

26.（1） 由题意知 � � �
�
� �

�
，

所以 �� � ��

��
� �����

��
� 洠

�
，



第 31页（共 34页）高中数学解题研究会 339444963群文件

即 �� � ���，

又因为 � � �
洠t洠

� 洠，

所以 �� � �，�� � 洠，

故椭圆 �的方程为
��

�
t �� � 洠．

（2） 由题意知直线 �晦的斜率存在．

设 �晦�� � � � � � ，� �洠ꗘ�洠 ，晦 ��ꗘ�� ，h �ꗘ� ，

由
� � � � � � ꗘ
��

�
t �� � 洠

得 洠 t ��� �� � ���� t ��� � � � 晦，

� � t��� � � ��� t 洠 ��� � � t 晦，�� 常 洠
�
，

�洠 t �� �
���

洠t���
，�洠 � �� �

�����
洠t���

，

因为 ��� ���� t �晦� ���� � ᒓ��� ����，

所以 �洠 t ��ꗘ�洠 t �� � ᒓ �ꗘ� ，

� � �洠t��
ᒓ

� ���

ᒓ 洠t���
，� � �洠t��

ᒓ
� 洠

ᒓ
� �洠 t �� � �� � ���

ᒓ 洠t���
，

因为点 �在椭圆上，

所以
���

�

ᒓ� 洠t���
� t � ��� �

ᒓ� 洠t���
� � �，

所以 洠t�� � ᒓ� 洠 t ��� ，

因为 ��� ���� � �晦� ���� 常 � �
�
，

所以 洠 t �� �洠 � �� 常 � �
�
，

所以 洠 t �� �洠 t �� � � ��洠 � �� 常 �晦
�
，

所以 洠 t �� t���

洠t���
� � � � ��

���
洠t���

常 �晦
�
，

所以 ��� � 洠 洠��� t 洠� t 晦，

所以 �� t 洠
�
，

所以
洠
�
常 �� 常 洠

�
，

因为 洠t�� � ᒓ� 洠 t ��� ，

所以 ᒓ� � 洠t��

洠t���
� � � �

洠t���
，

所以 � � 常 ᒓ 常� � t
�

或
� t
�
常 ᒓ 常 �，

所以实数 ᒓ的取值范围为 � �ꗘ � � t
�

� � t
�
ꗘ� ．

27.（1） 因为 ��晦�� �
洠
�
���晦� �

洠
�
� 洠

�
� �� � � � �，

所以 �� � � ���tt�

又
�
�
� �

�
ꗘ�tt�

由��解得 � � �，� � � � �，
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所以椭圆 �的方程为
��

�
t ��

�
� 洠．

（2） 直线 �晦�� � � � �
�
�，直线 ���� �� � t �

�
�，

联立方程解得� ���
�t�

ꗘ �����
�t�

．

设 ��� ���� � ���� ��� � t 晦 ，� �ꗘ� ，

则
���
�t�

ꗘ �����
�t�

t � � � �ꗘ� t � ，

所以 � � ���
� �t�

，� � ������ �t�
� �t�

．

把上式代入椭圆方程得

���

�� �t� � t
���� �t� �

�� �t� � � 洠，

即 ��� t ��� � � t � � � �� � t � �．

所以 � � ��t��

� �t�
� 洠t��

洠t�
� �t 洠 t �

�t洠
� �．

因为 晦 常 � 常 洠，

所以 洠 常 � t 洠 常 �，

所以 � � � � � �，

当且仅当 � t 洠 � �，即 � � � � 洠时，等号成立．

此时 �取到最小值为 � � � �．

即
��
��

的最小值为 � � � �．

28.（1） 由已知得

� � �ꗘ
�
�
� 洠

�
ꗘ

�� � �� t ���

解得
� � �ꗘ
� � �ꗘ
� � 洠�

所以椭圆 �的方程为
��

�
t ��

�
� 洠．

（2） 设直线 �的方程为 � � ��t � � � 晦 ，� �洠ꗘ�洠 ，晦 ��ꗘ�� ．

联立方程
��

�
t ��

�
� 洠ꗘ

� � ��t ��
整理得 ��� t � �� t ���� t ��� � 洠� � 晦，此方程有两个不等实根，

所以 � � ��� � � � ��� t � ��� � 洠� t 晦，

整理得 ��� ��� t � t 晦��tt�

由根与系数的关系，可得线段 �晦的中点坐标 �晦ꗘ�晦 满足 �晦 �
�洠t��
�

� ����
���t�

，�晦 � ��晦 t� � ��
���t�

，

所以 �晦的垂直平分线方程为 � � ��
���t�

�� 洠
�
� t ���

���t�
．

此直线与 �轴、 �轴的交点坐标分别为
���
���t�

ꗘ晦 ， 晦ꗘ ��
���t�

，

由已知得
洠
�

���
���t�

� ��
���t�

� 洠
洠t
，

整理得 �� � ���t�
�

� �
，� � 晦��tt�



第 33页（共 34页）高中数学解题研究会 339444963群文件

将�代入�得 ��� � ���t�
�

� �
t � t 晦，

整理得 ��� t � ��� � � � t � 常 晦，� � 晦，解得
洠
�
常 � 常 �

�
，

所以 �的取值范围为 � �
�
ꗘ � 洠

�
� 洠

�
ꗘ �
�
．

29.（1） 根据已知椭圆 �的焦距为 ��，当 � � �时，���� � ��洠 � ��� �
���

�
，

由题意 ����� 的面积为
洠
�
��洠������� � ����� � ����

�
� �，

由已知得
�
�
� �

�
，

所以 �� � 洠，

所以 �� � �，

所以椭圆 �的标准方程为 �� t ��

�
� 洠．

（2） 若 � � 晦，则 � 晦ꗘ晦 ，

由椭圆的对称性得 ��� ���� � �晦� ����，即 ��� ���� t �晦� ���� � 晦��，

所以 � � 晦能使 ��� ���� t ��晦� ���� � ���� ���� 成立．

若 � � 晦，由 ��� ���� t ��晦� ���� � ���� ����，得 ��� ���� � 洠
�
��� ���� t �

�
�晦� ����，

因为 �，晦，�共线，

所以 洠 t � � �，解得 � � �．

设 � �洠ꗘ��洠 t� ，晦 ��ꗘ��� t� ，

由
� � ��t �ꗘ
��� t �� � � � 晦ꗘ

得 �� t � �� t ����t �� � � � 晦，

由已知得 � � ����� � � �� t � �� � � t 晦，即 �� ��� t � t 晦，

且 �洠 t �� �
����
��t�

，�洠�� �
����
��t�

，

由 ��� ���� � ��晦� ����，得 � �洠 � ���，即 �洠 �� ���，

所以 � �洠 t �� � t ��洠�� � 晦，

所以
洠�����

��t�
� t

� ����
��t�

� 晦，即 ���� t�� � �� � � � 晦．

当 �� � 洠时，���� t�� � �� � � � 晦不成立，

所以 �� � ����

���洠
，

因为 �� ��� t � t 晦，

所以
����

���洠
��� t � t 晦，即

���� ��

���洠
t 晦，

所以 洠 常 �� 常 �，解得 � � 常 � 常� 洠或 洠 常 � 常 �．

综上所述，�的取值范围为 � � � 常 � 常� 洠 或 � � 晦 或 洠 常 � 常 � ．

30.（1） 由
�
�
� �

�
得 �� � �� � �� � ��

�
，

又 �� � �，解得 � � �，

故椭圆的标准方程为
��

�
t ��

�
� 洠．
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（2） 设 � �洠ꗘ�洠 ，� ��ꗘ�� ，

则由 ��� ���� � ��� ����� t ���� ���� ，

得 �晦 � �洠 t ���，�晦 � �洠 t ���，

又点�，�在椭圆
��

�
t ��

�
� 洠上，

所以 �洠
� t ��洠

� � �，��
� t ���

� � �，

设 ���，��� 分别为直线 ��，��的斜率，由题意知，

��� � ��� �
�洠��
�洠��

�� 洠
�
，

所以 �洠�� t ��洠�� � 晦，

所以

�晦
�

�
t

�晦
�

�
�

�晦
�t��晦

�

�

� �洠t��� �t� �洠t��� �

�

�
�洠
�t��洠

� t� ��
�t���

� t� �洠���t��洠���
�

� �晦
�

� ��

因此，存在常数 � � �，使得 �点在椭圆
��

�
t ��

�
� �上．
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