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2018 年全国初中数学联赛福建省赛区初赛

试题解答及评分标准

（预赛时间：2018.02.25 周日）

一、选择题（本题满分 42 分，每小题 7 分）

1. 已知 3 5 14 0, 3 3 0a b c a b c      ，则
3 2

3
a b
a c





（ ）.

（A） 7
3

（B） 7
3

 （C） 5
3

（D） 5
3



解析 由已知条件得到

3 5 14 ,
3 3 ,

a b c
a b c

 
  

解得

27 ,
4
5 ,
4

a c

b c

 

 


因此，得到

81 5 91+3 2 74 2 4
27 393 3+3
4 4

c c ca b
a c c c c


  


.

故应选（A）.

2. 不等式
4 3

2 3 3 2
x 

 
的所有整数解的和为（ ）.

（A）35 （B）36 （C）44 （D）55

解析 先分母有理化再估算，得到1 10x  ，而 2 3 8 9 44        .

故应选 C.

3. 方程 22016 2017 | | 2018 0x x   的所有实数解的和为（ ）.

（A） 2017
2016

（B） 2018
1008

（C） 2018
2016

 （D） 0

解析 若 1x 是方程 22016 2017 | | 2018 0x x   的根，则 1x 也是方程

22016 2017 | | 2018 0x x   的根，因此，方程 22016 2017 | | 2018 0x x   的所有实数解的和

为 0.

故应选（D）.

4.如图，菱形四边形 ABCD的四个顶点分别在反比例函数
9y
x

 、

4y
x

  的图象上，若该菱形的面积为 78，则这个菱形的边长为( ) .

（A） 13 2
4

（B） 13 2
2
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（C）13 （D）13 2

解析 连接OC、OD，过C、D引 x轴的垂线，垂足分别为 E、 F .

由四边形 ABCD是菱形，得OC OD ，即 90COD   .

故知△COE∽△ODF .所以
OD
OC


2 4 2
2 9 3

ODF ODF

COE COE

S S
S S
 

 

   .

设 2OD k 、 3OC k ，

由
14 78
2
OC OD    ，得 2 3 2 78k k   ，解得

26
2

k  .

所以 2 2 13 2(3 ) (2 ) 13
2

CD k k k    .

故应选 B.

5. 如图，已知△ ABC中， 6AB AC  ， 90BAC   , BD是

AC 边上的中线，点 E 在 AC 上，且 AE BD ，垂足为 F . 则

AE =( ).

（A） 5 （B） 8 5
5

（C）2 5 （D）12 5
5

解析 过 A作 AK BC ,垂足为 F， AK交 BD于 G.

因为△ ABC 为等腰三角形，所以 K 为 BC 的中点,且

3 2AK  .又 BD是 AC边上的中线，所以 G为△ ABC的重心，

所以
2 3 2 2 2
3

AG    .

在Rt△ ABD中， 6AB  ， 3AD  ，得

2 2 3 5BD AB AD   .

由 AF BD 面积等式，
1 1
2 2
AB AD AF BD     ,得

6 5
5

AF  .

又由Rt△ AGF ∽Rt△ AEK ，得 AF AE AG AK   ,得

2 5AE  .

故应选 C.

6.. 2018年全国初中数学联赛决赛时间临近，参赛选手小林用了三天时间做完了教练布

置的 10道赛前训练题. 假设每道训练题小林只能在一天内做完，并且第一天至少完成 2道，

最后一天至少完成 3道. 试问：这三天，小林完成所有赛前训练题的不同情况有（ ）.

（A）15种 （B）18种 （C）21种 （D）28种

解析：法一：本问题化归为小林三天内完成 5道赛前训练题，每天完成数量没有要求.
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对第一天进行分 6大类枚举计数，分别为 6，5，4，3，2，1共 21种，故选 C.

法二：也可化归为求方程 8x y z   正整数解的个数转为组合模型 2
7C 21

故应选 C.

二、填空题（本题满分 28 分，每小题 7 分）

7. 已知关于 x 的一元二次方程 2 0ax bx c   的两根之比为 3 : 2 ，那么 2

ac
b

的值

为 ．

解析 法一：设 2 0ax bx c   两根分别为 3 ,2k k ，由韦达定理可得，

b k
a
 ， 26c k

a
  ，

22 6

c
ac a
b b

a

  
 
 
 

，所以答案为 6 .

法二：设 2 0ax bx c   两根分别为 3 ,2k k ，由韦达定理可得，
b k
a
 .

而 2 0a bx cx   两根分别为
1 1,
3 2k k

 ，由韦达定理可得
1
6

b
c k
  ，所以答案为 6 .

8. 已知抛物线 2+ +y x bx c 与 x轴只有一个交点，将该抛物线向下移动 2个单位得到新

的抛物线，则抛物线与 x轴的两个交点间的距离为 .

解析 因为平移不改变抛物线的形状和大小，所以问题等价于求抛物线 2y x 与直线

2y  的两个交点间的距离.

由 2 2x  ，得 2x   ，即两个交点间的距离的距离为 2 2 . 填 2 2 .

9. 按某种顺序排成的一列数：1，2，3，5，8，13，21，34，,   ，共有 2018个数，并

且从第 3个数开始，每一个数都等于前两个数之和，则这列数中被 3除余 2的数有_____个．

解析 余数分别为 1，2，0，2，2，1，0，1，1，2，0，2，   ，可以发现周期为 8，每

个周期内有 3个 2， 2018 8 252 2     ，可得 252 3 1 757   ，所以答案为 757个.

10. 已知有正整数 k，使得
3 2
21 2 3 13

n
n k

 


成立的正整数 n的最小值为__________.

解析 为简便，将原不等式变形为

13 2 3 21
2 3

n k
n


  ，

即

9 3 152 2 2
2 3

k
n

     ，

3 5
2 3

k
n

  ，

由此得到
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3 2 ,
5 3 ,
n k
n k








                          ①

                          ②

设 ,r s为正整数，则式①、②可分别写成等式形式

3 2 ,
5 3 ,
n k r
n k s
 

 





                      ③

                      ④

由式③、④消去 k，并经化简，得到

3 2n r s  ，

由于 ,r s为正整数，其最小值都是 1，因此，有

3 1 2 1 5n      .

在 1, 5r s n   时，

3 3 5 1 8
2 2
n rk   

   .

故 n的最小值为 5.

注：当得到
3 5
2 3

k
n

  时，也可以用 1,2,3,4,5,n    分别代入进行运算，也可以得到 n的

最小值为 5.

三、解答题：共 3小题，第 11题 20分，第 12、13题各 25分，满分 70分.
11.（本题满分 20分）

实数 ,a b满足 2 2 1a b ab a b     ，求 2a b ab  的最大值.

解法一 设参数，则

2 2( ) ( 2 )a b ab a b a b ab       

2 2( ) ( 2) ( 1)( )a b ab a b         ····································（5分）

令 2 2   ，即 2  ，于是，有

2 2 2 22( ) ( 2 ) 2( ) 4 ( )a b ab a b a b ab a b ab a b           

2 21 1 12( ) ( ) 2( )
4 8 8

a b a b a b          ，

因此得到

2 2 1 172 2( )
8 8

a b ab a b ab a b         ，···························（10分）

当且仅当

1 0,
4

172 ,
8

a b

a b ab

   

   


时，以上不等式取等号，解方程组得到

1 77 ,
8

1 77 ,
8

a

b

  



  

或
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1 77 ,
8

1 77 .
8

a

b

  



  

···············································································（15分）

由此可知， 2a b ab  的最大值是
17
8
，当且仅当

1 77 ,
8

1 77 ,
8

a

b

  



  

或

1 77 ,
8

1 77 .
8

a

b

  



  

取到最大值. ······················································································（20分）

解法二 设 ,a b u ab v   ， 2a b ab s   ，则由已知条件 2 2 1a b ab a b     ，得到

2 1,
2 ,

u u v
u v s
   


 
··········································································（5分）

消去 v得到 22 ( 2) 0u u s    ，由于 ,a b为实数， 2a b ab s   有最大值时，这时必

须有

1 8( 2) 8 17 0s s        ，

由此得到
17
8

s  ，即 2a b ab  得最大值为
17
8
.··········································（10分）

这时，有

1 ,
4
172 ,
8

u

u v

  

  


解得

1 ,
4
15 ,
16

u

v

  

  


即

1 ,
4

15 ,
16

a b

ab

   

  


，解方程组得到

1 77 ,
8

1 77 ,
8

a

b

  



  

或

1 77 ,
8

1 77 .
8

a

b

  



  

··················（15分）

由此可知， 2a b ab  的最大值是
17
8
，当且仅当

1 77 ,
8

1 77 ,
8

a

b

  



  

或

1 77 ,
8

1 77 .
8

a

b

  



  

取到最大值. ······················································································（20分）

12. （本题满分 25分）

如图，⊙O为△ABC的外接圆，∠BAC=60°，H为△ABC的垂心，在射线 BH上取点 M，

使 BM=CH，连接 OM、OH.

求证：OM=OH.
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证明：连接 OB、OC.

因为 O是△ABC的外心，

所以 OB=OC，且∠OBC=2∠BAC=2×60°=120°.·········································· （5分）

因为 H是△ABC的垂心，

所以∠BHC=180°－∠BAC=180°－60°=120°. ·············································（10分）

故∠BOC=∠BHC，

所以 O、B、C、H四点共圆. ································································（15分）

所以∠OBH=∠OCH，

即∠OBM=∠OCH. ··············································································（20分）

又 BM=CH，

所以△OBM ≌ △OCH，

所以 OM=OH. ··················································································· （25分）

13. （本题满分 25分）

试证：每个大于 9且被 3整除的自然数 n，都可以表示为三个大于 1且两两互质的自然

数之和.（如：12=3+4+5，而自然数 3、4、5都大于 1，且两两互质）

证明：因为 3 n， 9n  ，

所以 n只能表示为 6 ( 1)k k  和 6 3( 1)k k  这两种形式.

当 6 ( 1)n k k  时，取 (2 1) 2 (2 1)n k k k     ············································（5分）

因为 1k  ，

所以 2 1 2 2 1 1k k k     .

又因为相邻的自然数互质，相邻的奇数也互质，

所以 2 1k  与 2k 互质， 2k 与 2 1k  互质， 2 1k  与 2 1k  也互质，

所以当 6 ( 1)n k k  时，命题成立 ·························································· （10分）

当 6 3( 1)n k k   ，取 (2 1) (2 1) (2 3)n k k k      ·····························（15分）

因为 1k  ，

所以 2 3 2 1 2 1 1k k k      .

又因为相邻的奇数互质，

所以 2 1k  与 2 1k  互质， 2 1k  与 2 3k  互质. ·········································（20分）

用 ( , )a b 表示 ,a b两数的最大公约数，由辗转相除定理可得

(2 1,2 3) (4,2 3) 1k k k     .

所以 2 1k  与 2 3k  互质，

所以当 6 3( 1)n k k   时，命题成立 ······················································（25分）

综上可知，命题成立.


