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导数

【高考命题规律】

2014年理科高考考查了导数的几何意义，利用导数判断函数的单调性，利用导数求函数的

最值，文科考查了求曲线的切线方程，导数在研究函数性质中的运用；2015年文理试卷分

别涉及到切线、零点、单调性、最值、不等式证明、恒成立问题；2016文科考查了导数的

几何意义，理科涉及到不等式的证明，含参数的函数性质的研究，极值点偏移；2017年高

考考查了导数判断函数的单调性，含参零点的分类讨论。近四年的高考试题基本形成了一个

模式，第一问求解函数的解析式，以切线方程、极值点或者最值、单调区间等为背景得到方

程从而确定解析式，或者给出解析式探索函数的最值、极值、单调区间等问题，较为简单；

第二问均为不等式相联系，考查不等式恒成立、证明不等式等综合问题，难度较大。预测

2018年高考导数大题以对数函数、指数函数、反比例函数以及一次函数、二次函数中的两

个或三个为背景，组合成一个函数，考查利用导数研究函数的单调性与极值及切线，不等

式结合考查恒成立问题，另外 2016年全国卷 1理考查了极值点偏移问题，这一变化趋势应

引起考生注意。

【基础知识整合】

1、导数的定义：
' 0 0

0 0

( ) ( )( ) lim
x

f x x f xf x
x 

  



，

'

0

( ) ( )( ) lim
x

f x x f xf x
x 

  




2、导数的几何意义：导数值
'

0( )f x 是曲线 ( )y f x 上点 0 0( , ( ))x f x 处切线的斜率

3、常见函数的导数：
' 0C  ；

' 1( )n nx nx  ；
'(sin ) cosx x ；

'(cos ) sinx x  ；

' 1(ln )x
x

 ；
' 1(log )

lna x x a
 ；

'( )x xe e ；
'( ) lnx xa a a

4、导数的四则运算：
' ' '( )u v u v   ；；

' ' '( )u v u v v u   ；
' '

'
2( )u u v v u

v v




5、复合函数的单调性：
' ' '( ( )) ( ) ( )xf g x f u g x

6、导函数与单调性：求增区间，解
' ( ) 0f x  ；求减区间，解

' ( ) 0f x 

若函数在 ( )f x 在区间 ( , )a b 上是增函数
' ( ) 0f x  在 ( , )a b 上恒成立；

若函数在 ( )f x 在区间 ( , )a b 上是减函数
' ( ) 0f x  在 ( , )a b 上恒成立；

若函数在 ( )f x 在区间 ( , )a b 上存在增区间
' ( ) 0f x  在 ( , )a b 上恒成立；

若函数在 ( )f x 在区间 ( , )a b 上存在减区间
' ( ) 0f x  在 ( , )a b 上恒成立；

7、导函数与极值、最值：确定定义域，求导，解单调区间，列表，下结论

8、导数压轴题：强化变形技巧、巧妙构造函数、一定要多练记题型，总结方法
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第 1讲 导数的计算与几何意义

（2016全国卷 1理 16）若直线 y kx b  是曲线 ln 2y x  的切线，也是曲线 ln( 1)y x 

的切线，则b  __________1 ln 2

（2015 全国卷 1 理 21（1））已知函数
3 1( )

4
f x x ax   ，当 a为何值时， x轴为曲线

( )y f x 的切线
3
4

a  

（2015安徽卷理 18（1））设
*n N ， nx 是曲线

2 2 1ny x   在点 (1, 2)处的切线与 x轴交

点的横坐标，求数列{ }nx 的通项公式.
1n

nx
n




（2015重庆卷理 20（1））设函数
23( ) ( )x

ax axf x a R
e


  ，若 ( )f x 在 0x  处取得极值，

确定 a的值，并求此时曲线 ( )y f x 在点 (1, (1))f 处的切线方程 0a  ，3 0x ey 

1、函数
2( ) cosf x x 在点

1( , )
4 2


处的切线方程为___
1 0
2 4

x y 
    _____

2、过
3 2( ) 3 2 5f x x x x    图像上一个动点作函数的切线，则切线倾斜角的范围是

_
3[0, ) [ , )

2 4
   ____

3、若一直线与曲线 lny x 和曲线
2 ( 0)x ay a  相切于同一点 P，则 a  __2e ___

4、两曲线
2 1y x  和 ln 1y a x  存在公切线，则正实数 a的取值范围是__ (0, 2 )e __

5、已知 ,a b为正实数，直线 y x a  与曲线 ln( )y x b  相切，则
2

2
a
b
的取值范围是（C）

（A） (0, ) （B） (0,1) （C）
1(0, )
2

（D）[1, )

6、若曲线
21

2
y x

e
 与曲线 lny a x 在它们的公共点 ( , )P s t 处具有公切线，则实数 a 

（ C ）

（A） 2 （B）
1
2

（C）1 （D）2

7、函数 ( )f x 是定义在 (0, ) 的可导函数，当 0x  且 1x  时，
'2 ( ) ( ) 0

1
f x xf x

x





，若

曲线 ( )y f x 在 1x  处的切线的斜率为
3
4

 ，则 (1)f （C ）

（A）0 （B）1 （C）
3
8

（D）
1
5
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第 2讲 图像问题

1、己知函数   3 2f x ax bx c   ，其导数  'f x 的图象如图所示，则函数  f x 的极大值

是（ D ）

（A） a b c  （B） 8 4a b c 

（C） 3 2a b （D） c

2、设函数 ( )y f x 可导， ( )y f x 的图象如图所示，则导函数 ( )y f x 的图像可能为（A）

x

y

O x

y

O

A

x

y

O

B

x

y

O

C

y

O

D

x

3、（2017全国卷Ⅰ文 8）函数
sin2
1 cos

xy
x




的部分图像大致为（ C）
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4、函数   ln | |
| |

x xf x
x

 的图像可能是（ B )

A B DC

y

O
x11

y

O
x11

y

O x11

y

O x11

5、函数
1( ) ( ) cos ( , 0)f x x x x x
x

       的图像可能为（D ）

6、已知
21( ) sin( )

4 2
f x x x

   ，  f x 为  f x 的导函数，则  f x 的图像是( A )

7、下面四图都是在同一坐标系中某三次函数及其导函数的图像，其中一定不正确．．．．．的序号是

( B )

（A）①② （B）③④ （C）①③ （D）①④
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8、已知 R上可导函数  f x 的图象如图所示，

则不等式    2 '2 3 0x x f x   的解集为( D )

（A）    , 2 1,   （B）    , 2 1,2  

（C）      , 1 1,0 2,     （D）      , 1 1,1 3,    

9、函数   3 2f x x bx cx d    的大致图象如图所示,则 2 2
1 2x x 等于( C )

（A）
8
9

（B）
10
9

（C）
16
9

（D）
4
5

10、（2015 安徽）函数  
 2
ax bf x
x c





的图像如图所示，则下列结论成立的是（ C ）

（A） 0, 0, 0a b c   （B） 0, 0, 0a b c  

（ C ） 0, 0, 0a b c   （ D ）

0, 0, 0a b c  

11、（2016全国卷）函数
22 xy x e  在[ 2, 2] 的图像大致为（D）

（A） （B）

（B） （D）
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第 3讲 三次函数

1、函数
3 21 1( ) ( 1) 2( 1)

3 2
f x x m x m x     在 (0, 4)上无极值，则m  __3 ___

2、已知
3 2 2( ) 3f x x ax bx a    在 1x   时有极值0，则 a b  _ 7 _

3、设 函 数
3 2( ) ( 1)f x x a x ax    有 两 个 不 同 的 极 值 点 1 2,x x ， 且 对 不 等 式

1 2( ) ( ) 0f x f x  恒成立，则实数 a的取值范围是_
1( , 1] [ , 2]
2

   __

4、函数
3 2( ) 3 2f x x x ax a     ，若存在唯一正整数 0x ，使得 0( ) 0f x  ，则实数 a的

取值范围是__
2[ ,1)
3

___

5、已知函数
3 2( ) 1f x x ax x     在 ( , )  上是单调函数，则实数 a的取值范围是

（A ）

（A）[ 3, 3] （B） ( 3, , 3)

（C） ( , 3) ( 3, )   （D） ( , 3] [ 3, )  

6、若函数
3

2( ) 1
3 2
x af x x x    在区间

1( ,3)
2

上有极值点，则实数 a的取值范围是（C）

（A）
5(2, , )
2

（B）
5[2, , )
2

（C）
10(2, , )
3

（D）
10[2, , )
3

7、若函数
3

2( ) 1
3 2
x af x x x    在区间

1( ,3)
2

上单调递减，则实数 a的取值范围是（C ）

（A）
1[ , )
3
 （B）

5[ , )
3
 （C）

10[ , )
3

 （D）
16[ , )
3



8、若函数
3

2 2( )
3 3
xf x x   在区间 ( , 5)a a  上存在最小值，则实数 a的取值范围是（ C ）

（A）[ 5,0) （B） ( 5,0) （C）[ 3,0) （D） ( 3,0)

9、若函数
3 2 2( ) 7f x x ax bx a a     在 1x  处取得极大值10，则

b
a
的值为（ C ）

（A）
3
2

 或
1
2

 （B）
3
2

 或
1
2

（C）
3
2

 （D）
1
2
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第 4讲 导数与单调性

1、已知函数
2( ) 5 2lnf x x x x   ，则函数 ( )f x 的单调递增区间是_

1(0, ) (2, )
2

 __

2、已知函数 ( ) ln ( )x xf x e x ae a R   ，若 ( )f x 在 (0, ) 上单调，则 a的取值范围是

_ 1a  __

3、设函数
23( ) ( )x

x axf x a R
e


  ，若 ( )f x 在 [3, ) 上为减函数，则 a的取值范围是

__
9
2

a   _____

4、若函数 ( )f x 在定义域D内的某个区间 I 上是增函数，且
( )( ) f xF x
x

 在 I 上也是增函

数，则称 ( )y f x 是 I 上的“完美函数”，已知 ( ) ln +1xg x e x x   ，若函数 ( )g x 是区间

[ , )
2
m

 上的“完美函数”，则整数m的最小值为__3 ______

5、设函数
2( ) xf x e ax  在 (0, ) 上单调递增，则实数 a的取值范围为（ C ）

（A）[1, ) （B） ( 1, )  （C）[ 2, )  （D） ( 2, ) 

6、函数
2( ) 2 lnf x x x  在其定义域内的一个子区间 ( 1, 1)k k  内不单调，则 k的取值范

围是（ B ）

（A）[1, ) （B）
3[1, )
2

（C）[1, 2） （D）
3[ , 2)
2

7、若函数
2( ) ln 2f x x ax   在区间

1( , 2)
2

内存在单调递增区间，则实数 a的取值范围是

（ D ）

（A） ( , 2]  （B） ( 2, )  （C）
1( 2, )
8

  （D）
1[ , )
8

 

8、设1 2x  ，则
2

2
2

ln ln ln, ( ) ,x x x
x x x

的大小关系是（ A ）

（A）
2

2
2

ln ln ln( )x x x
x x x

  （B）
2

2
2

ln ln ln( )x x x
x x x

 

（C）
2

2
2

ln ln ln( )x x x
x x x

  （D）
2

2
2

ln ln ln( )x x x
x x x

 

9、下列命题为真命题的个数是（ D ）

①

2

2ee  ②
2ln 2
3

 ③
ln 1

e



 ④
ln 2 ln
2






（A）1 （B） 2 （C）3 （D） 4
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第 5讲 导数与极最值

1、已知 0x  是函数
2 2 2( ) ( 2 )( 2 )f x x a x a x a    的极小值点，则 a 的范围是

_ ( ,0) (2, )  __

2、已知 1x  是函数
2( ) ( 2) ( 0)

2
x kf x x e x kx k     的极小值点，则 k的范围是_ (0, )e _

3、已知函数
2( ) 2 1 lnf x x x a x    有两个极值点 1 2,x x ，且 1 2x x ，则（ D ）

（A） 2
1 2ln 2( )

4
f x 

  （B） 2
1 2ln 2( )

4
f x 



（C） 2
1 2ln 2( )

4
f x 

 （D） 2
1 2ln 2( )

4
f x 



4、若函数 ( ) 3xf x ae x  在R上有小于零的极值点，则实数 a的取值范围是（ B ）

（A） ( 3, )  （B） ( , 3)  （C）
1( , )
3

  （D）
1( , )
3

 

5、已知函数 ( ) (ln )f x x ax  有两个极值点，则实数 a的取值范围是（ B ）

（A） ( ,0) （B）
1(0, )
2

（C） (0,1) （D） (0, )

6、若函数
2

( ) (1 2 ) 2 ln ( 0)
2
axf x a x x a     在区间

1( ,1)
2

内有极值，则 a的取值范围

是（ C ）

（A）
1( , )
e
 （B） (1,+ ) （C） (1, 2) （D） (2, )

7、若函数 ( )f x 在区间 A上，对 , , , ( ), ( ), ( )a b c A f a f b f c  为一个三角形的三条边，则

称函数 ( )f x 为“三角形函数”.已知函数 ( ) lnf x x x m  在区间 2

1[ , ]e
e

上是“三角形函数”，

则实数m的取值范围为（ D ）

（A）
21 2( , )e

e e


（B）
2( ,+ )
e

 （C）
1( , )
e
 （D）

2 2( , )e
e
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第 6讲 导数与零点

1、设函数
2 ln( ) 2 xf x x ex a

x
    ，若函数 ( )f x 至少存在一个零点，则实数 a的取值范

围是（ D ）

（A） 2 1(0, , ]e
e

 （B） 2 1(0, ]e
e

 （C） 2 1[ , )e
e

  （D） 2 1( , ]e
e

 

2、已知函数 ( )
2

xmef x  与函数
2( ) 2 1g x x x    的图像有两个不相同的交点，则实数m

的取值范围为（ D ）

（A）[0,1) （B） 2

18[0,2) { }
e

 （C） 2

18(0,2) { }
e

 （D） 2

18[0,2 ) { }e
e



3 、 定 义 ： 如 果 函 数 ( )f x 在 区 间 [ , ]a b 上 存 在 1 2 1 2, ( )x x a x x b   满 足

'
1

( ) ( )( ) f b f af x
b a





，
'

2
( ) ( )( ) f b f af x
b a





，则称 ( )f x 是[ , ]a b 上的“双中值函数”.已知

函数
3 2( ) 2f x x x m   是[0, 2 ]a 上的“双中值函数”，则实数 a的取值范围是（A ）

（A）
1 1( , )
8 4

（B）
1 1(
12 4

，） （C）
1 1( , )
12 8

（D）
1( ,1)
8

4、若存在正实数m，使得关于 x的方程 (2 4 4 )[ln( ) ln ] 0x a x m ex x m x      有两个

不同的根，则实数 a的取值范围是（ C ）

（A） ( ,0) （B）
1(0,
2e

） （C）
1( 0) ( , )
2e

  （D）
1( , )
2e



5、（2017.12 成都一诊）若关于 x 的方程 0
x

x x

x e m
e x e

  


有三个不相等的实数解

1 2 3, ,x x x ，且 1 2 30x x x   ，其中 , 2.71828...m R e  为自然对数的底数，则

31 2

2 31 2( 1) ( 1)( 1)xx x

xx x
e e e

   的值为（ D）

（A） e （B）1 m （C）1 m （D）1

6、已知函数
1( ) (3 1) xf x x e mx   ，若有且仅有两个整数使得 ( ) 0f x  ，则实数m的取

值范围为（ B ）

（A）
5( , 2)
e

（B） 2

5 8[ , )
2 3e e

  （C） 2

1 8[ , )
2 3e

  （D）
5[ 4 , )
2

e
e
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第 7讲 导数中的恒成立与存在性问题

1、（2015全国卷 1 理 12）设函数 ( ) (2 1)xf x e x ax a    ，其中 1a  ，若存在唯一的

整数 0x 使得 0( ) 0f x  ，则 a的取值范围是（D ）

（A）
3[ ,1)
2e

 （B）
3 3[ , )
2 4e

 （C）
3 3[ , )
2 4e

（D）
3[ ,1)
2e

2、设函数 ( ) (3 1)xf x e x ax a    ，其中 1a  ，若有且只有一个整数 0x 使得 0( ) 0f x  ，

则 a的取值范围是（ C ）

（A）
2 3( , )

4e
（B）

2 3[ , )
4e

（C）
2( ,1)
e

（D）
2[ ,1)
e

3、已知函数
1( ) ( )xf x x a
e

  ，曲线 ( )y f x 上存在两个不同点，使得曲线在这两点处的

切线都与 y轴垂直，则实数 a的取值范围是（ D）

（A） 2( , )e  （B） 2( ,0)e （C） 2

1( , )
e

  （D） 2

1( ,0)
e



4、设函数
2 2

2( )( ) ( ) ( )
4

e af x x a a R
    ，若关于 x的不等式

1( )
5

f x  有解，则实数 a

的值为（ A ）

（A）
1
5

（B）
1
4

（C）0 （D）
1
2

5、 已 知
21( ) ln ( 0)

2
f x a x x a   ， 若 对 任 意 两 个 不 等 的 正 实 数 1 2,x x ， 都 有

1 2

1 2

( ) ( ) 2f x f x
x x





恒成立，则实数 a的取值范围是（D ）

（A） (0,1] （B） (1 + )， （C） (0,1) （D）[1, )

6 、 已 知 函 数
2( ) ln( 1)f x a x x   ， 若 对 , (0,1)p q  ， 且 p q ， 有

( 1) ( 1) 2f p f q
p q

  



恒成立，则实数 a的取值范围为（ C ）

（A） ( ,18) （B） ( ,18] （C）[18, ) （D） (18, )

7、设函数
2( ) ( 3 3) ( 2)x xf x e x x ae x x       ，若不等式 ( ) 0f x  有解，则实数 a的

最小值为（ A ）

（A）
11
e

 （B）
12
e

 （C）
1 1
e
 （D） 21 e
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8、设函数
3 23( ) ( + 6 2) 2

2
x xf x e x x x ae x     ，若不等式 ( ) 0f x  在[ 2, )  上有解，

则实数 a的最小值为（ C ）

（A）
3 1
2 e

  （B）
3 2
2 e

  （C）
3 1
4 2e

  （D）
11
e

 

9、已知函数
2ln ( )( ) ( )x x bf x b R

x
 

  ，若存在
1[ , 2]
2

x ，使得
'( ) ( )f x xf x  ，则

实数b的取值范围是（C ）

（A） ( , 2) （B）
3( , )
2

 （C）
9( , )
4

 （D） ( ,3)

10、已知 ( ) xf x xe ，
2( ) ( 1)g x x a    ，若 1 2,x x R  ，使得 2 1( ) ( )f x g x 成立，则

实数 a的取值范围是_
1a
e

  _______

11、若关于 x的不等式
2 2 ( 1) ln 0c x cx x cx    在 (0, ) 上恒成立，则实数 c的取值范

围是__
1[ , )
e
 ____

12、若关于 x的不等式 ( 1)(ln ) 0ax x ax   在 (0, ) 上恒成立，则实数 a的取值范围是

__
1( , ) { }e
e

   _

13、若函数 ( ) 1 ln ( 0)f x x a x a    ， 1( ) x

xg x
e  ，且对任意 1 2 1 2, [3, 4]( )x x x x  ，

1 2
1 2

1 1( ) ( )
( ) ( )

f x f x
g x g x

   恒成立，则实数 a的取值范围为_ 33[4 ,0)
4
e ____

14、设函数
2 1( ) xf x
x


 ， ( ) x

xg x
e

 ，对任意 1 2, (0, )x x   ，不等式 1 2( ) ( )
+1

g x f x
k k

 恒

成立，则正数 k的取值范围是_
1

2 1
k

e



___

15、记曲线 ( ) 2xf x e x   上任意一点处的切线为 1l ，总存在过 ( ) 3cosg x ax x  上一点

处的切线为 2l ，使得 1 2l l ，则实数 a的取值范围是__[ 1, 2] __
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第 8讲 原函数导函数混合还原

一．导数的常见构造

1．对于    xgxf ''  ，构造      xgxfxh 

更一般地，遇到    0'  aaxf ，即导函数大于某种非零常数(若 a=0，则无需构造)，

则可构     axxfxh 

2．对于     0''  xgxf ，构造      xgxfxh 

3．对于     0'  xfxf ，构造    xfexh x

4．对于    xfxf ' [或     0'  xfxf ]，构造    
xe
xfxh 

5．对于     0'  xfxxf ，构造    xxfxh 

6．对于     0'  xfxxf ，构造    
x
xfxh 

7．对于
 
  0'


xf
xf

，分类讨论：(1)若   0xf ，则构造    xfxh ln ；

(2)若   0xf ，则构造     xfxh  ln ；

二．对于抽象函数而言，在构造函数时我们必须从以下方面考虑：函数的奇偶

性、单调性、对称性、周期性等方面考虑，如果题目给出的条件已经是最简

的，则从问题入手；否则反向考虑。

例：（2015课标 2卷理 12）设函数
' ( )f x 是奇函数 ( )( )f x x R 的导函数， ( 1) 0f   ，当

0x  时，
' ( ) ( ) 0xf x f x  ，则使得 ( ) 0f x  成立的 x的取值范围是（ A ）

（A）( , 1) (0,1)   （B）( 1,0) (1, )  （C）( , 1) ( 1,0)   （D）(0,1) (1, )

变式 1.函数  f x 的定义域是 R，  0 2f  ，对任意    , 1x R f x f x   ，则不等式

  1x xe f x e   的解集为（A）

（A）{ 0}x x  （B）{ 0}x x  （C）{ 1 0 1}x x x   或 （D）{ 1 1}x x x  或
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变式 2.设函数 ( )f x 是定义在 ( ,0) 上的可导函数，其导函数为
' ( )f x ，且有

'3 ( ) ( ) 0f x xf x  ,则不等式  32015 ( 2015) 27 ( 3) 0x f x f     的解集是（ A ）

（A）( 2018, 2015)  （B）( , 2016)  （C）( 2016, 2015)  （D）( , 2012) 

变式 3.设函数 ( )f x 在 R上存在导数
' (x)f ， x R  ，有

2( ) ( )f x f x x   ，在  0, 上

' ( )f x x ，若 (4 ) ( ) 8 4f m f m m    ，则实数m的取值范围为（B）

（A） 2,2 （B） 2, （C） 0, （D）    , 2 2,   

课后练习：

1、已知定义在 R上的函数 ( )f x 满足 (2) 1f  ，且 ( )f x 的导函数 ( ) 1f x x   ，则不等式

21( ) 1
2

f x x x   的解集为（C）

（A）( 2, 2) （B）(2, ) （C）( , 2) （D）( , 2) (2, )  

2、己知定义在 R上的可导函数 ( )f x 的导函数为 ( )f x ，满足 ( ) ( )f x f x  ，且 ( 2)f x 

为偶函数， (4) 1f  ，则不等式 ( ) xf x e 的解集为（ B ）

（A） ( 2, )  （B） (0, ) （C） (1, ) （D） (4, )

3、若定义在R上的函数 )(xf 满足 1)(')(  xfxf ， 4)0( f ，则不等式
3( ) 1xf x
e

  ( e

为自然对数的底数)的解集为（A）

（A） ),0(  （B）( ,0) (3, )  （C）( ,0) (0, )  （D） (3, )

4、已知函数 ( )f x 对定义域R 内的任意 x都有 ( ) (4 )f x f x  ，且当 2x  时，其导函数

( )f x 满足 ( ) 2 ( )xf x f x  ，若 2 4a  ，则（ C ）

（A） 2(2 ) (3) (log )af f f a  （B） 2(3) (log ) (2 )af f a f 

（C） 2(log ) (3) (2 )af a f f  （D） 2(log ) (2 ) (3)af a f f  [ &网
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Z&X&X&K]

5、定义在R上的函数  f x 满足：          1 , 0 0,f x f x f f x f x    是 的导函数，

则不等式   1x xe f x e  （其中 e为自然对数的底数）的解集为（ B ）

（A）   , 1 0,    （B） 0, （C）   ,0 1,   （D） 1, 
[来

6、已知函数  y f x 对于任意的 ( , )
2 2

x  
  满足    cos sin 0f x x f x x   （其中

 f x 是函数  f x 的导函数），则下列不等式不成立的是（ B ）

（A） 2 ( ) ( )
3 4

f f 
 （B） 2 ( ) ( )

3 4
f f 
  

（C） (0) 2 ( )
4

f f 
 （D） (0) 2 ( )

3
f f 



7、 )0)()((),( xgxgxf 分 别是 定义 在 R 上 的奇 函数 和偶 函数 ， 当 0x  时 ，

( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x  ，且 ( 3) 0f   ，
( ) 0
( )
f x
g x

 的解集为（ C ）

（A） ( , 3) (3, )   （B） ( 3,0) (0,3) 

（C） ( 3,0) (3, )  （D） ( , 3) (0,3)  

8、函数 )(xf 的导函数为 )(xf  ，对 x R，都有 2 ( ) ( )f x f x  成立，若 2)4ln( f ，

则不等式 2( )
x

f x e 的解是（ A ）[来源 om]

（A） ln 4x  （B）0 ln 4x  （C） 1x  （D）0 1x 

9、设 ( )f x 是定义在R上的奇函数，且 (2) 0f  ,当 0x  时，有 2

'( ) ( ) 0xf x f x
x


 恒成立，

则不等式
2 ( ) 0x f x  的解集为 （ D ）

（A） ( 2,0) (2, )  （B） ( 2,0) (0, 2) 

（C） ( , 2) (2, )   （D） ( , 2) (0, 2)  
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10、已知一函数满足 0x  时，有 2 ( )'( ) 2 g xg x x
x

  ，则下列结论一定成立的是（ B ）

（A）
(2) (1) 3
2
g g  （B）

(2) (1) 2
2
g g  （C）

(2) (1) 4
2
g g  （D）

(2) (1) 4
2
g g 

11、定义在区间  0, 上的函数 f(x)使不等式
'2 ( ) ( ) 3 ( )f x xf x f x  恒成立，其中

' ( )f x

为 ( )f x 的导数，则（ A ）

（A）
(2)4 8
(1)
f
f

  （B）
(2)8 16
(1)
f
f

  （C）
(2)3 4
(1)
f
f

  （D）
(2)2 3
(1)
f
f

 

12、已知函数 ( )f x 的定义域为    ,0 0,   ，图像关于 y 轴对称，且当 0x  时，

' ( )( ) f xf x
x

 恒成立，设 1a  ，则
4 ( 1) 4,2 (2 ), ( 1) ( )

1 1
af a aa f a a f
a a




 
的大小关系为

（ B ）

（A）
4 ( 1) 42 (2 ) ( 1) ( )

1 1
af a aa f a a f
a a


  

 

（B）
4 ( 1) 42 (2 ) ( 1) ( )

1 1
af a aa f a a f
a a


  

 

（C）
4 ( 1) 42 (2 ) ( 1) ( )

1 1
af a aa f a a f
a a


  

 

（D）
4 ( 1) 42 (2 ) ( 1) ( )

1 1
af a aa f a a f
a a


  

 

13、已知函数 ( )f x 的导函数为
' ( )f x ，  0,x   ，都有

' ( ) 2 ( )xf x f x 成立，则（ D ）

（A） 2 ( 3) 3 ( 2)f f （B） 2 (1) 3 ( 2)f f

（C） 4 ( 3) 3 (2)f f （D） 4 (1) (2)f f

14、已知奇函数 ( )f x 满足：对  1 2, ,0x x   且 1 2x x ，有 1 1 2 2

1 2

( ) ( ) 0x f x x f x
x x





恒成

立，若
0.2 0.2

2 2
1 12 (2 ), (ln 2) (ln 2), (log ) (log )
4 4

a f b f c f   ，则 , ,a b c的大小关系为

b a c  （用“ ”表示）
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第 9讲 导数中的距离问题

1、（2012全国卷 1理 12）设点 P在曲线
1
2

xy e 上，点Q在曲线 ln(2 )y x 上，则 PQ 最

小值为（ B ）

（A）1 ln 2 （B） 2(1 ln 2) （C）1 ln 2 （D） 2(1 ln 2)

2、直线 x m 与函数
3( )f x x ( ) lng x x 图像分别交于点 ,M N ，则 MN 最小值为（ A ）

（A）
1 ln3

3


（B）
ln 3
3

（C）
1 ln3

3


（D） ln 3 1

3、已知直线 y a 分别与函数
1xy e  和 1y x  交于 ,A B两点，则 ,A B之间的最短距

离是（ C ）

（A）
3 ln 2

2


（B）
5 ln 2

2


（C）
3 ln 2

2


（D）
5+ ln 2
2

4、已知点M 在曲线
23lny x x  上，点 N 在直线 2 0x y   上，则 MN 的最小值是

__ 2 2 __

5、已知直线 y b 与函数 ( ) 2 3f x x  和 ( ) lng x ax x  分别交于 ,M N 两点，若 MN 的

最小值为 2，则 a b  __ 2 ___

6、若实数 , , ,a b c d 满足
22 ln 3 2 1a a c
b d
 

  ，则
2 2( ) ( )a c b d   的最小值为__

1
10

__

7、若实数 , , ,a b c d 满足
2 4ln 2 2 0b a a c d      ，则

2 2( ) ( )a c b d   的最小值为

__5___

8、已知函数

1, 0
( ) 3 1, 0

2

xe x
f x x x

  
 

 

，若 m n ，且 ( ) ( )f m f n ，则 n m 的范围是

_
7 2 3 1[ , ln ]
3 2 3
e

 _

9、已知函数

ln( 1), 0
( ) 1 1, 0

2

x x
f x

x x

 
 

 

，若 1 2 1 2( ) ( ),f x f x x x  ，则 1 2x x 的范围是

_[3 2ln 2,2) __

10、已知函数
3 3( ) ( ) ( ) 2 ( )mf x x m x me ax a R      在 R上单调递增，则 a的取值范

围是_ 0a  ___
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第 10讲 导数解答题

常用函数不等式

2

1

1 ln
ln( 1)

1ln 1

1 ln
2
1 2ln

1 ln( 1)
n

i

x x
x x

x
x

x x

x x
x

n
i

 
  


 

 





 



 



1

2

1 1

2

1

1
2

1 1

1
2
1 ln

x

x

x

x

x x

n

i

e x
e x

xe x

x
e
e e x

n
i



 



  




   


  

 

 







不等式链： a b
1 2 2 2 2

2 2 2( )
2 3 2

a b a b a b a ab b a ba ab b a b
a b

    
      



1 1 1
2 1 ln ln 2( ) ( ) ( ) ( )

2 2 ln ln

a b
b ab a b a a b

b a

a b a b b b a b a a abe ab e a b
a b a b a b a b

      
       

  

对数均值不等式：

2 ln ln
a b b a ab

b a
 

 


（用来解决极值点偏移问题）

对数不等式（用来证明对数均值不等）

1 2( 1)0 1, ln
1

x xx x
xx

 
    



2( 1) 11, ln
1

x xx x
x x
 

   


【基础典例分析】

例：已知函数 ( ) ln( 1) ( 1)axf x x a
x a

   


（Ⅰ）讨论 ( )f x 零点的个数；

（Ⅱ）证明：
*2 1 3ln(1 ) ,

2 1 3 1
n N

n n n
   

 

【答案】（Ⅰ）当 1a  时，1个零点；当1 2a  时，2个零点；

当 2a  时，1个零点；当 2a  时，2个零点

（Ⅱ）分别取 2a  和 3a  证左右两边



19

【近七年高考全国卷Ⅰ】

（2017年高考全国卷Ⅰ）已知函数
2( ) ( 2)x xf x ae a e x   

（Ⅰ）讨论 ( )f x 的单调性；

（Ⅱ）若 ( )f x 有两个零点，求a的取值范围

【答案】（Ⅰ）当 0a  时， ( )f x 在 R上单调递增；

当 0a  时， ( )f x 在 ( , ln )a  上单调递减，在 ( ln , )a  上单调递增

（Ⅱ）0 1a 

（2016年高考全国卷Ⅰ）已知函数
2( ) ( 2) ( 1)xf x x e a x    有两个零点

（Ⅰ）求 a的取值范围

（Ⅱ）设 1 2,x x 是 ( )f x 的两个零点，证明： 1 2 2x x 

【答案】（Ⅰ） a的取值范围为 (0, ) ；

（Ⅱ）极值点偏移问题，构造函数

（2015年高考全国卷Ⅰ）已知函数
3 1( )

4
f x x ax   ， ( ) lng x x 

（Ⅰ）当 a为何值时， x轴为曲线 ( )y f x 的切线

（Ⅱ）用min{ , }m n 表示 ,m n中的最小值，设函数 ( ) min{ ( ), ( )}( 0)h x f x g x x  ，讨论

( )h x 零点的个数

【答案】（Ⅰ）
3
4

a   ；

（Ⅱ）当
3
4

a   或
5
4

a   时，1个零点；

当
3
4

a   或
5
4

 时，2个零点；

当
5 3
4 4

a    时，3个零点
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（2014 年高考全国卷Ⅰ）设函数
1

( ) ln
x

x bef x ae x
x



  ，曲线 ( )y f x 在点 (1, (1))f 处的

切线为 ( 1) 2y e x  

（Ⅰ）求 ,a b

（Ⅱ）证明： ( ) 1f x 

【答案】（Ⅰ） 1, 2a b  ；

（Ⅱ）变形构造，略

（2013年高考全国卷Ⅰ）设函数
2( )f x x ax b   ， ( ) ( )xg x e cx d  ，若曲线 ( )y f x 和

曲线 ( )y g x 都过点 (0, 2)P ，且在点 P处有相同的切线 4 2y x 

（Ⅰ）求 , , ,a b c d 的值

（Ⅱ）若 2x   时， ( ) ( )f x kg x ，求 k的取值范围

【答案】（Ⅰ） 4, 2, 2, 2a b c d    ；

（Ⅱ） k的取值范围为
2[1, ]e

（2012年高考全国卷Ⅰ）已知函数
' 1 21( ) (1) (0)

2
xf x f e f x x  

（Ⅰ）求 ( )f x 的解析式及单调区间

（Ⅱ）若
21( )

2
f x x ax b   ，求 ( 1)a b 的最大值

【答案】（Ⅰ） ( )f x 的解析式为
21( )

2
xf x e x x   ；

单调递增区间为 (0, ) ，单调递减区间为 ( ,0)

（Ⅱ） ( 1)a b 的最大值为
2
e

（2011年高考全国卷Ⅰ）已知函数
ln( )
1

a x bf x
x x

 


，曲线 ( )y f x 在点 (1, (1))f 处的切线

方程为 2 3 0x y  

（Ⅰ）求 ,a b的值 1, 1a b 

（Ⅱ）如果当 0x  且 1x  时，
ln( )

1
x kf x

x x
 


，求 k的取值范围 0k 
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10.1导数基础练习题

1、已知函数 ( ) lnf x x x  ，
2( )g x x ax 

（Ⅰ）求函数 ( )f x 在区间[ , 1]( 0)t t t  上的最小值 ( )m t

（Ⅱ）令 ( ) ( ) ( )h x g x f x  ， 1 1( , ( ))A x h x ， 2 2 1 2( , ( ))( )B x f x x x 是函数 ( )h x 图像上任

意两点，且满足 1 2

1 2

( ) ( ) 1h x h x
x x





，求实数 a的取值范围

（Ⅲ）若 (0,1]x  ，使
( )( ) a g xf x
x


 成立，求实数 a的最大值

【答案】（Ⅰ）当0 1t  时， ( ) 1m t  ；

当 1t  时， ( ) lnm t t t 

（Ⅱ） a的取值范围为 2 2 2a  

（Ⅲ）实数 a的最大值为1

2、已知函数 ( ) lnf x x x ，
2( ) 3g x x ax   

（Ⅰ）求函数 ( )f x 在[ , 2]( 0)t t t  上的最小值

（Ⅱ）若存在 0
1[ , ]x e
e

 ， 0 02 ( ) ( )f x g x 成立，求实数 a的取值范围

【答案】（Ⅰ）当
10 t
e

  时， min
1( )f x
e

  ；

当
1t
e

 时， min( ) lnf x t t

（Ⅱ） a的取值范围为
13 2a e
e

  

3、已知函数 ( ) lnf x x x ，
2( ) 2g x x ax   

（Ⅰ）求函数 ( )f x 在[ , 2]( 0)t t t  上的最小值

（Ⅱ）若函数 ( ) ( )y f x g x  有两个不同的极值点 1 2 1 2, ( )x x x x 且 2 1 ln 2x x  ，求实数

a的取值范围

【答案】（Ⅰ）当
10 t
e

  时， min
1( )f x
e

  ；

当
1t
e

 时， min( ) lnf x t t

（Ⅱ） a的取值范围为
2 ln 2ln 2 ln( ) 1
3 3

a   
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4、已知函数 ( ) lnf x x ，
21( )

2
g x x bx 

（Ⅰ）函数 ( )f x 的图像在点 (1, (1))f 处的切线与函数 ( )g x 的图像相切，求实数b的值

（Ⅱ）若函数 ( ) ( ) ( )h x f x g x  在定义域上存在单调递减区间，求实数b的取值范围

（Ⅲ）若 2b  ， 1 2, [1, 2]x x  ，且 1 2x x ，都有 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )f x f x g x g x   成立，

求实数b的取值范围

【答案】（Ⅰ） 1 2b   

（Ⅱ）b的取值范围为 2b 
（Ⅲ）b的取值范围为 2b 

5、设函数
2( ) lnf x ax a x   ，

1( ) x

eg x
x e

 

（Ⅰ）讨论 ( )f x 的单调性

（Ⅱ）证明：当 1x  时， ( ) 0g x 

（Ⅲ）确定 a的所有可能取值，使得 ( ) ( )f x g x 在 (1, ) 区间内恒成立

【答案】（Ⅰ）当 0a  时， ( )f x 在 (0, ) 上单调递减；

当 0a  时， ( )f x 在
2(0, )
2
a
a

上单调递减，在
2( , )
2
a
a

 上单调递增

（Ⅱ）变形 1, 0xx e ex   

（Ⅲ） a的取值范围为
1[ , )
2


6、函数
21( ) ( )

2
g x f x x bx   ，函数 ( ) lnf x x a x  在 1x  处的切线与直线 2 0x y 

垂直

（Ⅰ）求实数 a的值

（Ⅱ）若函数 ( )g x 存在单调递减区间，求实数b的取值范围

（Ⅲ）设 1 2 1 2, ( )x x x x 是函数 ( )g x 的两个极值点，若
7
2

b  ，求 1 2( ) ( )g x g x 的最小值

【答案】（Ⅰ） 1a  ；

（Ⅱ） 3b 

（Ⅲ）
15 2ln 2
8
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7、已知函数
21( ) ln 1

2
af x a x x

  

（Ⅰ）当
1
2

a  时，求 ( )f x 在区间
1[ , ]e
e

上的最值

（Ⅱ）讨论函数 ( )f x 的单调性

（Ⅲ）当 1 0a   时，有 ( ) 1 ln( )
2
af x a   恒成立，求 a的取值范围

【答案】（Ⅰ）
2

min max
5 1( ) (1) , ( ) ( )
4 2 4

ef x f f x f e    

（Ⅱ）当 0a  时， ( )f x 在 (0, ) 上单调递增；

当 1 0a   时， ( )f x 在 ( , )
1
a

a





上单调递增，在 (0, )
1
a

a



上单调递减

（Ⅲ） a的取值范围为
1( 1,0)
e


8、已知函数 ( ) lnf x ax x x  图像在点 x e 处的切线的斜率为3

（Ⅰ）求实数 a的值

（Ⅱ）若
2( )f x kx 对任意 0x  成立，求实数 k的取值范围

（Ⅲ）当
*1( , )n m m n N   时，证明：

n

m

m m
nn



【答案】（Ⅰ） 1a  ；

（Ⅱ）分参构造， 1k 

（Ⅲ）取对数，构造
ln( )
1

x xh x
x




9、已知函数 ( ) ln( )f x x x a   的最小值为0，其中 0a  ，设函数 ( ) ln mg x x
x

 

（Ⅰ）求 a的值

（Ⅱ）对任意 1 2 0x x  ， 1 2

1 2

( ) ( ) 1g x g x
x x





恒成立，求实数m的取值范围

（Ⅲ）讨论方程 ( ) ( ) ln( 1)g x f x x   在[1, ) 上根的个数

【答案】（Ⅰ） 1a  ；

（Ⅱ）移项构造，
1
4

m 

（Ⅲ） 1m  ，1个根； 1m  ，无根
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10、已知函数 ( ) ln (1 )f x x a x  

（Ⅰ）讨论 ( )f x 的单调性

（Ⅱ）当 ( )f x 有最大值时，且最大值大于 2 2a  时，求a的取值范围

【答案】（Ⅰ）当 0a  时， ( )f x 在 (0, ) 上单调递增；

当 0a  时， ( )f x 在
1(0, )
a

上单调递增，在
1( , )
a
 上单调递减；

（Ⅱ） (0,1)

10.2 分离参数类

11、已知函数
21( ) ln 2 ( 0)

2
f x x ax x a   

（Ⅰ）若函数 ( )f x 在定义域内单调递增，求实数 a的取值范围

（Ⅱ）若
1
2

a   ，且关于 x的方程
1( )
2

f x x b   在[1, 4]上恰有两个不等的实根，求实

数b的取值范围

【答案】（Ⅰ） 1a   ；

（Ⅱ）
5(ln 2 2, )
4

 

12、已知函数 ( ) ( ln )
xef x a x x
x

  

（Ⅰ）当 0a  时，试求 ( )f x 的单调区间

（Ⅱ）若函数 ( )f x 在
1( , 2)
2

x 上有三个不同的极值点，求实数 a的取值范围

【答案】（Ⅰ）当 0a  时， ( )f x 在 (1, ) 上单调递增，在 (0,1)上单调递减；

（Ⅱ） 2 e a e   
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13、已知函数 ( )= xf x e ax a  ， ( ) 2 xg x xe

（Ⅰ）讨论 ( )f x 的单调性

（Ⅱ）若不等式 ( ) ( )f x g x 有唯一正整数解，求实数 a的取值范围

【答案】（Ⅰ）当 0a  时， ( )f x 在 R上单调递增；

当 0a  时， ( )f x 在 (ln( ), )a  上单调递增，在 ( , ln( ))a  上单调递减；

（Ⅱ）
3

2 5(3 , )
2
ee

14、已知函数
2( ) ( ) xf x x ax a e  

（Ⅰ）讨论 ( )f x 的单调性

（Ⅱ）若 (0, 2)a ，对于任意 1 2, [ 4,0]x x   ，都有
2

1 2( ) ( ) 4 af x f x e me   恒成立，

求m的取值范围

【答案】（Ⅰ）当 2a   时， ( )f x 在 ( , )a 上单调递增，在 ( , )a  上单调递减；

当 2a   时， ( )f x 在 R上单调递增；

当 2a   时， ( )f x 在 ( , 2), ( , )a   上单调递增，在 ( 2, )a 单调递减

（Ⅱ）
2

2

1 em
e




15、已知函数 ( ) ln 1f x x x a   

（Ⅰ）若存在 (0, )x  使得 ( ) 0f x  成立，求实数 a的取值范围

（Ⅱ）求证：当 1x  时，在（Ⅰ）的条件下，
21 1ln

2 2
x ax a x x    成立

【答案】（Ⅰ） 0a  ；

当 0a  时， ( )f x 在
1(0, )
a

上单调递增，在
1( , )
a
 上单调递减；

（Ⅱ）略
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10.2构造新函数类

16、已知函数 ( ) lnf x mx a x m   ， 2( ) exg x
x



（Ⅰ）求 ( )g x 的极值

（Ⅱ）设 1, 0m a  ，若对任意的 1 2 1 2, [3, 4]( )x x x x  ， 1 2
1 2

1 1( ) ( )
( ) ( )

f x f x
g x g x

  

恒成立，求 a的最大值

（Ⅲ ） 设 2a  ， 若 对 0 (0, ]x e  ， 在 区 间 (0, ]e 上 总 存 在 1 2 1 2, ( )t t t t ， 使 得

1 2 0( ) ( ) ( )f t f t g x  成立，求m的取值范围（*）

【答案】（Ⅰ） ( )g x 的极大值为 (1) 1g  ，无极小值；

（Ⅱ） a的最大值为
223

3
e

（Ⅲ）m的取值范围为
3[ , )
1e




17、已知
2( ) ln( )xf x e x a  

（Ⅰ）当 1a  时， ( )f x 在点 (0,1)处的切线方程；当 0x  时，求证：
2( ) ( 1) +f x x x 

（Ⅱ）若存在 0 [0, )x   ，使得
2

0 0 0( ) 2 ln( )f x x a x   成立，求实数 a的取值范围

【答案】（Ⅰ）切线方程为 3 1y x  ； 二阶导可证

（Ⅱ） a的取值范围为 a e

18、已知函数
1( ) 2 ln ( )f x x a x a R
x

   

（Ⅰ）当 3a  时，求 ( )f x 的单调区间

（ Ⅱ ） ( ) ( ) 2 lng x f x x a x   ， ( )g x 有 两 个 极 值 点 1 2,x x ， 其 中 1 2x x ， 若

1 2( ) ( )g x g x t  恒成立，求 t的取值范围

【答案】（Ⅰ） ( )f x 的单调递增区间为
1(0, ), (1, )
2

 ，单调递减区间为
1( ,1)
2

；

（Ⅱ） t的取值范围为 0t 
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19、已知函数
21( ) ln

2
f x a x x ax   有两个极值点

（Ⅰ）求实数 a的取值范围

（Ⅱ）设 ( )f x 的两个极值点分别为 1 2,x x ，若不等式 1 2 1 2( ) ( ) ( )f x f x x x   恒成立，求

的最小值

【答案】（Ⅰ） a的取值范围为 4a 
（Ⅲ）的最小值为 ln 4 3

20 、 记 max{ , }m n 表 示 ,m n 中 的 最 大 值 ， 如 max{3, 10} 10 ， 函 数

2( ) max{ 1,2 ln }f x x x  ，
2( ) max{ ln , }g x x x ax x  

（Ⅰ）求函数 ( )f x 在
1[ ,1]
2

上的值域

（Ⅱ）试探讨是否存在实数 a，使得
3( ) 4
2

g x x a  对 (1, )x   恒成立？若存在，求 a

的取值范围；若不存在，请说明理由

【答案】（Ⅰ） ( )f x 的值域为
3[ ,3]
4

 ；

（Ⅱ）存在， a的取值范围为
ln 2 1 0
4

a
 

21、已知函数
21( )

2
f x x ， ( ) lng x a x

（Ⅰ）若曲线 ( ) ( )y f x g x  在 1x  处的切线方程为6 2 5 0x y   ，求实数 a的值

（Ⅱ）设 ( ) ( ) ( )h x f x g x  ，若对任意两个不相等的正数 1 2,x x ，都有 1 2

1 2

( ) ( ) 2h x h x
x x





恒

成立，求实数 a的取值范围

（Ⅲ）若在 [1, ]e 上存在一点 0x ，使得
' '

0 0 0'
0

1( ) ( ) ( )
( )

f x g x g x
f x

   成立，求 a的取值

范围

【答案】（Ⅰ） 2a   ；

（Ⅱ） a的取值范围为[1, )

（Ⅲ） a的取值范围为
2 1( , 2) ( , )
1

e
e
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22、已知函数
2( ) lnf x x x x  

（Ⅰ）证明：当 2a  时，关于 x的不等式
2( ) ( 1) 1

2
af x x ax    恒成立

（Ⅱ）若正实数 1 2,x x 满足
2 2

1 2 1 2 1 2( ) ( ) 2 ( ) 0f x f x f x x x x     ，证明： 1 2
5 1
2

x x 
 

【答案】（Ⅰ）略

（Ⅱ）略

23、（2017天津）已知定义在 R上的函数
4 3 2( ) 2 3 3 6f x x x x x a     在区间 (1, 2)内

有一个零点 0x ， ( )g x 为 ( )f x 的导函数

（Ⅰ）求函数 ( )g x 的单调区间

（Ⅱ）设 0 0[1, ) ( , 2]m x x  ，函数 0( ) ( ) ( ) ( )h x m x g x f m   ，求证： 0( ) ( ) 0h m h x 

【答案】（Ⅰ） ( )g x 的单调递增区间为
1( , 1), ( , )
4

   ，单调递减区间为
1( 1, )
4

 ；

（Ⅱ）略*
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10.4导数中的函数不等式放缩

例：证明：（1） ln 2xe x  （2） sin 1xe x 

（1） 1 ln 2xe x x    （2） 1 sin 1xe x x   

24、已知
1( ) ( 1)( 1)xf x e a x x    ， ( ) ( 1) lng x x x 

（Ⅰ）若 ( ) 0f x  恒成立，求实数 a的取值范围

（Ⅱ）若在（Ⅰ）的条件下，当 a取最大值时，求证： ( ) ( )f x g x

【答案】（Ⅰ）
1
2

a  ；

（Ⅱ）
1 1( ) ( ) ( 1) ln , 1

2
x xf x g x e x x x 

     

利用 1 lnx x  放缩

25、已知函数
2( ) xf x e ax  ，曲线 ( )y f x 在 1x  处的切线方程为 1y bx 

（Ⅰ）求 ,a b的值

（Ⅱ）求函数 ( )f x 在[0,1]上的最大值

（Ⅲ）证明：当 0x  时， (1 ) ln 1 0xe e x x x    

【答案】（Ⅰ） 1, 2a b e   ；

（Ⅱ） ( )f x 的最大值为 (1) 1f e 

（Ⅲ）略（*）

26、证明：
21 5

2 8
xe x   

【答案】直接构造（隐零点）；等价变形
2(5 4 ) 8 0xx e  
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10.5导数中的卡根思想

例 1：已知函数
21( ) ln ( )

2
f x x ax a R  

（Ⅰ）求函数 ( )f x 的单调区间

（Ⅱ）若关于 x的不等式 ( ) ( 1) 1f x a x   恒成立，求整数 a的最小值

【答案】（Ⅰ）当 0a  时， ( )f x 在 (0, ) 上单调递增；

当 0a  时， ( )f x 在 (0, )a
a

上单调递增，在 ( , )a
a

 上单调递减；

（Ⅱ） 2

例 2：已知函数 ( ) lnf x x x  ，
' ( )

ln( 1) 1
kf x

x


 
恒成立，求整数 k的最大值

【答案】整数 k的最大值3

例 3：已知函数 ( ) lnf x x x x  ，若 k Z ，( 2)( 2) ( )k x f x   对 2x  恒成立，求 k

的最大值

【答案】 k的最大值为6
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27、已知函数 ( ) lnf x x ， ( ) ( )h x ax a R 

（Ⅰ）函数 ( )f x 的图像与 ( )h x 的图像无公共点，求实数 a的取值范围

（Ⅱ）是否存在实数 m ，使得对任意的
1( , )
2

x  ，都有函数 ( ) my f x
x

  的图像在

( )
xeg x
x

 的图像的下方？若存在，请求出整数m的最大值；若不存在，请说明理由

（参考数据： 3ln 2 0.6931, ln 3 1.0986, 1.3956e   ）

【答案】（Ⅰ）
1a
e

 ；

（Ⅱ） 1m 

28、已知函数
2( ) lnf x x ax bx   ， ( ) xg x xe b  ， ( )f x 在 (1, (1))f 处的切线方程为

2 1y x 

（Ⅰ）求实数 ,a b的值

（Ⅱ）求证： ( ) ( )f x g x

【答案】（Ⅰ） 1, 1a b  ；

（Ⅱ）略



32

10.6洛必达法则应用

29、已知函数
ln( 1)( ) xf x

x


 ，若对任意的 0x  ，
2 1( ) 1

2
f x kx x   恒成立，求 k的

最小值

【答案】 k的最小值为
1
3

30、已知函数 ( ) (1 ) ln( 1)f x kx x   ，若对任意的0 1x  ， ( )f x x 恒成立，求 k的取

值范围

【答案】 k的取值范围为

31、已知函数
2( ) lnf x a x x x  

（Ⅰ）当 0a  时，讨论 ( )f x 的单调性

（Ⅱ）当 1x  时， ( ) 0f x  恒成立，求 a的取值范围

【答案】（Ⅰ）
1
8

a  ， ( )f x 在 (0, ) 上单调递增

10
8

a  ， ( )f x 在
1 1 8 1 1 8( , ), ( , )

4 4
a a   

  上单调递增，

在
1 1 8 1 1 8( , )

4 4
a a   

单调递减

（Ⅱ） 1a  
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10.7先构造，再赋值，证明和式或积式不等式

32、（2017全国卷Ⅲ理 21）已知函数 ( ) 1 lnf x x a x  

（Ⅰ）若 ( ) 0f x  恒成立，求 a的值

（Ⅱ）设m为整数，且对于任意正整数 n， 2

1 1 1(1 )(1 ) (1 )
2 2 2n

m     ，求m的最小值

【答案】（Ⅰ） 1a 

（Ⅱ） min 3m 

33、已知函数 ( ) ( 1) ln 2f x x x ax   

（Ⅰ）当 1a  时，求函数 ( )f x 在 1x  处的切线方程

（Ⅱ）若函数 ( )f x 在定义域上具有单调性，求实数 a的取值范围

（Ⅲ）求证：
*1 1 1 1 1... ln( 1),

3 5 7 2 1 2
n n N

n
      


【答案】（1） y x

（Ⅱ） 2a 
（Ⅲ）略

34、已知函数 ( ) ln( 1)f x x  ，
2 2( )

2
x x ag x
x
 




（Ⅰ）求函数 ( )f x 的单调区间及最值

（Ⅱ）若对 0, ( ) ( ) 1x f x g x    恒成立，求 a的取值范围

（Ⅲ）求证：
*1 1 1 1... ln( 1)( )

3 5 7 2 1
n n N

n
      



【答案】（Ⅰ）函数 ( )f x 的单调递增区间为 ( 1,0) ，单调递减区间为 (0, )

其最大值为 (0) 0f  ，无最小值

（Ⅱ） 2a 
（Ⅲ）略
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35、已知函数
2( ) ( 1) lnf x a x x  

（Ⅰ）若 ( )y f x 在 2x  处取得极小值，求 a的值

（Ⅱ）若 ( ) 0f x  在[1, ) 上恒成立，求 a的取值范围

（Ⅲ）求证：
2

2

1 1 1 3 2...
ln 2 ln 3 ln 2 2

n n
n n n

 
  



【答案】（Ⅰ）
1
8

a 

（Ⅱ）
1
2

a 

（Ⅲ）略

36、已知函数
2( ) ln(1 ) ( 0)
2
xf x ax a

x
   



（Ⅰ）当
1
2

a  时，求 ( )f x 的极值

（Ⅱ）若
1( ,1)
2

a ， ( )f x 存在两个极值点 1 2,x x ，试比较 1 2( ) ( )f x f x 与 (0)f 的大小

（Ⅲ）求证： 2

( 1) !( 2, )n n n n n N
e


  

【答案】（Ⅰ）函数 ( )f x 的极小值为 (2) ln 2 1f   ，无极大值

（Ⅱ） 1 2( ) ( ) (0)f x f x f 

（Ⅲ）略

37、已知函数 ( ) ln 1( )f x ax x x x R    ，且 ( ) 0f x 

（1）求a；

（2）求证：当
*n N 时， 2 2 2 2

1 1 1 1... 2 ln 2
1 2 3 4n n n n
    

  
【答案】（Ⅰ） 1a 

（Ⅱ）略
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10.8极值点偏移问题

38、已知函数 ( ) xf x e ax  有两个零点 1 2 1 2, ( )x x x x ，则下面说法正确的是（ ）

（A） 1 2 2x x  （B） a e

（C） 1 2 1x x  （D）有极小值点 0x ，且 1 2 02x x x 

【答案】D

39、已知函数 ( ) ln 3af x x
x

   有两个零点 1 2 1 2, ( )x x x x

（Ⅰ）求证：
20 a e 

（Ⅱ）求证： 1 2 2x x a 

【答案】略

40、已知函数
21( ) ( 1) ln ,

2
f x ax a x x a R     

（Ⅰ）讨论 ( )f x 的单调性

（Ⅱ）证明：当 (0,1)x 时， (1 ) (1 )f x f x  

（Ⅲ）若函数 ( )f x 有两个零点 1 2,x x ，比较
' 1 2+( )

2
x xf 与0的大小，并证明你的结论

【答案】（Ⅰ） 1a   时，函数 ( )f x 在
1(0, ), (1, )
a

  上递增，在
1( ,1)
a

 上递减

1a   时，函数 ( )f x 在 (0, ) 上递增

1 0a   时，函数 ( )f x 在
1(0,1), ( , )
a

  上递增，在
1(1, )
a

 上递减

0a  时，函数 ( )f x 在 (0,1)上递增，在 (1, ) 上递减

（Ⅱ）略

（Ⅲ） 1 2( ) 0
2

x xf 
‘
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41、设函数
21( ) ( 1) ln

2
f x x a x a x   

（Ⅰ）讨论 ( )f x 的单调性

（Ⅱ）若 ( )f x b 有两个不相等的实数根 1 2x x ，求证：
' 1 2( ) 0

2
x xf 



【答案】（Ⅰ） 0a  时，函数 ( )f x 在R上递增

0a  时，函数 ( )f x 在 (0, )a 上递减，在 ( , )a  上递增

（Ⅱ）略

42、已知函数
2( ) ln( )f x x x a  

（Ⅰ）讨论函数 ( )f x 的单调性

（ Ⅱ ） 若 ( )f x 存 在 两 个 极 值 点 1 2,x x ， 求 证 ： 无 论 实 数 a 取 什 么 都 有

1 2 1 2( ) ( ) ( )
2 2

f x f x x xf 


【答案】（Ⅰ） 2a  时，函数 ( )f x 在 ( , )a  上递增

2a  时，函数 ( )f x 在
2 22 2( , ), ( , )

2 2
a a a aa      

  上递增，

在
2 22 2( , )

2 2
a a a a     

上递减

（Ⅱ）略

43、已知函数
1( ) ln 1
2

mf x x
x

   的两个零点为 1 2 1 2, ( )x x x x

（Ⅰ）求实数m的取值范围

（Ⅱ）求证：
1 2

1 1 2
x x e
 

【答案】（Ⅰ）0
2
em 

（Ⅱ）略
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10.9多元变量消元思想

44、已知函数
21( ) ln ( 0)f x ax x a

x
   

（Ⅰ）若 ( )f x 是定义域上不单调的函数，求 a的取值范围

（Ⅱ）若 ( )f x 在定义域上有两个极值点 1 2,x x ，证明： 1 2( ) ( ) 3 2ln 2f x f x  

【答案】（Ⅰ）
10
8

a 

（Ⅱ）略

45、已知函数
2( ) 1 ln(1 )f x x a x   

（Ⅰ）若函数 ( )f x 为定义域上的单调函数，求实数 a的取值范围

（Ⅱ）若函数 ( )f x 存在两个极值点 1 2,x x ，且 1 2x x ，证明： 1 2

2 1

( ) ( )f x f x
x x



【答案】（Ⅰ）
1
2

a 

（Ⅱ）略

46、已知函数 ( ) lnf x x

（Ⅰ）若曲线 ( ) ( ) 1ag x f x
x

   在点 (2, (2))f 处的切线与直线 2 1 0x y   平行，求 a的

值

（Ⅱ）若
( 1)( ) ( )

1
b xh x f x
x


 


在定义域上是增函数，求实数b的取值范围；

（Ⅲ）若 0m n  ，求证：
ln ln

2
m n m n
m n
 




【答案】（Ⅰ） 4a 
（Ⅱ） 2b 
（Ⅲ）略
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47、已知函数 2( )
1

ax bf x
x





在点 ( 1, ( 1))f  处的切线方程为 3 0x y  

（Ⅰ）求函数 ( )f x 的解析式

（Ⅱ）设 ( ) lng x x ，当 [1, )x  时，求证： ( ) ( )g x f x

（Ⅲ）已知0 a b  ，求证： 2 2

ln ln 2b a a
b a a b



 

【答案】（Ⅰ） 2

2 2( )
1

xf x
x





（Ⅱ）
2( ) ( ) 1, ln ln 2 2 0g x f x x x x x x      

（Ⅲ）略

48、已知函数 ( ) ln ( )f x x mx m R  

（Ⅰ）讨论函数 ( )f x 的单调区间

（ Ⅱ） 当
3 2
2

m   时 ， 设
21( ) ( )

2
g x f x x  的 两 个 极 值 点 1 2 1 2, ( )x x x x 恰 为

2( ) 2 lnh x x ax x   的零点，求 1 2
1 2( ) ( )

2
x xy x x h 

  的最小值

【答案】（Ⅰ）当 0m  时，函数 ( )f x 在 (0, ) 上递增

当 0m  时，函数 ( )f x 单调递增区间为
1(0, )
m

 ，

单调递减区间为
1( , )
m

 

（Ⅱ）
42ln 2
3
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10.10导数解决含有 ln x与 xe 的证明题（凹凸反转）

49、设函数
1 2 1( ) ln , ( ) ( 1)xf x x e g x a x

x
    

（Ⅰ）判断函数 ( )y f x 零点的个数，并说明理由

（Ⅱ）记 ( ) ( ) ( )
x

x

e exh x g x f x
xe


   ，讨论 ( )h x 的单调性

（Ⅲ）若 ( ) ( )f x g x 在 (1, ) 恒成立，求实数 a的取值范围

【答案】（Ⅰ）零点个数为 1

（Ⅱ） 0a  时，函数 ( )h x 在 (0, ) 上递增

0a  时，函数 ( )h x 在
2( , )
2
a
a

 上递增，在
2(0, )
2
a
a

上递减

（Ⅲ）
1
2

a 

50、设函数
12( ) ln

x
x ef x e x

x



  ，证明： ( ) 1f x 

【答案】
2 1( ) 1 ln 0xf x x
ex e

    

51、设函数
1( ) (1 ln )x

xf x x x x
e


   ，证明： 2

1( ) 1f x
e

 

【答案】略

52、设函数 ( ) ln af x x x
x

  

（Ⅰ）当 2a   时，求 ( )f x 的极值

（Ⅱ）当 1a  时，证明：
1( ) 0xf x x
e

   在 (0, )

【答案】（Ⅰ）函数 ( )f x 的极大值为 (2) ln 3f   ，无极小值

（Ⅱ）略
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10.11导数解决含三角函数式的证明

53、已知函数 ( ) sin tan 2f x x x  

（1）证明：函数 ( )f x 在 ( , )
2 2
 

 上单调递增

（2）若 (0, )
2

x 
 ，

2( )f x mx ，求m的取值范围

【答案】（Ⅰ）略

（Ⅱ） 0m 

54、已知函数 ( ) ln( )xf x e a  是实数集 R上的奇函数，函数 ( ) ( ) sing x f x x  是区间

[ 1,1] 上的减函数

（Ⅰ）求 a的值

（Ⅱ）若
2( ) 1g x t t   在 [ 1,1]x  及所在的取值范围上恒成立，求 t的取值范围

（Ⅲ）讨论关于 x的方程
2ln 2

( )
x x ex m

f x
   的根的个数

【答案】（Ⅰ） 0a 

（Ⅱ） 1t  

（Ⅲ）当
2 1m e

e
  时，方程无解

当
2 1m e

e
  时，方程有一个根

当
2 1m e

e
  时，方程有 2个根

55、已知函数
2( ) 2 cosf x ax x b x   在点 ( , ( ))

2 2
P f 

处的切线方程为
3
4

y 


（Ⅰ）求 ,a b的值

（Ⅱ）若 1 2( ) ( )f x f x ，且 1 20 x x    ，求证：
' 1 2( ) 0

2
x xf 



（参考公式： cos cos 2sin sin
2 2

      
  ）

【答案】（Ⅰ）
1 , 1a b


  

（Ⅱ）略
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56、设
2

( ) cos 1
2
xf x x  

（Ⅰ）求证：当 0x  时， ( ) 0f x 

（Ⅱ）若不等式 sin cos 2axe x x   对任意的 0x  恒成立，求实数 a的取值范围

【答案】（Ⅰ）略

（Ⅱ） 1a 

57、已知函数 ( ) sinxf x e x

（Ⅰ）求函数 ( )f x 的单调区间

（Ⅱ）如果对于任意的 [0, ]
2

x 
 ， ( )f x kx 恒成立，求实数 k的取值范围

（Ⅲ）函数
2015 2017( ) ( ) cos , [ , ]
2 2

xF x f x e x x  
    ，过点

1( ,0)
2

M  
作函数 ( )F x

的图像的所有切线，令各切点的横坐标构成数列{ }nx ，求数列{ }nx 的所有项之和 S的值

【答案】（Ⅰ） ( )f x 的单调递增区间为
3[2 ,2 ]( )

4 4
k k k Z     ，

单调递减区间为
3 7[2 ,2 ]( )
4 4

k k k Z    

（Ⅱ） 1k 
（Ⅲ） 1008S 

58、已知 ( ) sin cosf x x x ax  

（Ⅰ）若 ( )f x 在[ , ]
2 2
 

 上单调，求实数 a的取值范围

（Ⅱ）证明：当
2a


 时， ( ) 1f x   在[0, ] 上恒成立

【答案】（Ⅰ） a的取值范围为 ( , 1] [ 2, )   ，

（Ⅱ）略
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10.12隐零点问题

59、设函数   2xf x e ax   .

（Ⅰ）求  f x 的单调区间；

（Ⅱ）若 1a  ， k为整数，且当 0x  时，     1 0x k f x x    ，求 k的最大值.

【答案】（Ⅰ）当 0a  时， ( )f x 单调递增区间为 ( , ) 

当 0a  时， ( )f x 的单调递增区间为 (ln , )a  ，

单调递减区间为 ( , ln )a

（Ⅱ） 2

60、已知函数    lnxf x e x m   .

(Ⅰ)设 0x  是  f x 的极值点，求m ,并讨论  f x 的单调性；

(Ⅱ)当 2m  时，证明   0f x  .

【答案】（Ⅰ） 1m 

( )f x 的单调递增区间为 (0, ) ，单调递减区间为 ( 1,0)

（Ⅱ） , ( ) 0 ln( ) ln( 2) 0x xm f x e x m e x        

61、已知函数   3 22 1
3

f x x x ax    在  1,0 上有两个极值点 1x 、 2x ，且 1 2x x .

(Ι)求实数 a的取值范围；

(Ⅱ)证明：  2
11
12

f x  .

【答案】（Ⅰ）
10
2

a 

（Ⅱ）
3 2

2 2 2
4( ) 1
3

f x x x   
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62、已知 a R ，函数   2xf x e ax  ；  g x 是  f x 的导函数.

（Ⅰ）当
1
2

a   时，求函数  f x 的单调区间；

（Ⅱ）当 0a  时，求证：存在唯一的 0
1 ,0
2

x
a

   
 

，使得  0 0g x  ；

（Ⅲ）若存在实数 ,a b，使得  f x b 恒成立，求 a b 的最小值.

【答案】（Ⅰ）当
1
2

a   时， ( )f x 单调递增区间为 ( , ) 

（Ⅱ）略

（Ⅲ） min
1( )a b
e

  

63、已知函数     2 22 ln 2 2      f x x a x x ax a a，其中 0a .

（Ⅰ）设  g x 是  f x 的导函数，讨论  g x 的单调性；

（Ⅱ）证明：存在  0,1a ，使得   0f x 在区间  1, 内恒成立，且   0f x 在区间

 1, 内有唯一解.

【答案】（Ⅰ）当
1
4

a  时， ( )g x 单调递增区间为 (0, )

当
10
4

a  时， ( )g x 的单调递增区间为
1 1 4 1 1 4(0, ), ( , )

2 2
a a   



单调递减区间为
1 1 4 1 1 4( , )

2 2
a a   

（Ⅱ）略
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10.13 端点效应

64、（2007全国Ⅰ卷理）设函数 ( ) x xf x e e  ，若对所有 0x  ，都有 ( )f x ax ，求a的

取值范围

【答案】 a的取值范围为 2a 

65、（2012天津理）设函数 ( ) ln( 1)f x x x   ，若对任意的 0x  ，有
2( )f x kx ，求实

数 k的最小值

【答案】 k的最小值为
1
2

66、（2012大纲理）设函数 ( ) cos , [0, ]f x ax x x    ，设 ( ) 1 sinf x x  ，求a的取值

范围

【答案】 a的取值范围为
2a




67、（2016 全国Ⅱ卷文）已知函数 ( ) ( 1) ln ( 1)f x x x a x    ，若对 (1, )x  时，

( ) 0f x  ，求 a的取值范围

【答案】 a的取值范围为 2a 
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10.14其它省市高考导数真题研究

（2008江西理 22）已知函数
1 1( ) , (0, )

81 1
axf x x
axx a

    
 

（Ⅰ）当 8a  时，求 ( )f x 的单调区间

（Ⅱ）对于任意正数a，证明：1 ( ) 2f x 

【答案】（Ⅰ） ( )f x 的单调递增区间为 (0,1)，单调递减区间为 (1, )

（Ⅱ）略

（2008辽宁理 22）设函数
ln( ) ln ln( 1)
1
xf x x x
x

   


（Ⅰ）求 ( )f x 的单调区间和极值

（Ⅱ）是否存在实数 a，使得关于 x的不等式 ( )f x a 的解集为 (0, ) ？若存在，求 a的

取值范围；若不存在，试说明理由

【答案】（Ⅰ） ( )f x 的单调递增区间为 (0,1)，单调递减区间为 (1, )

( )f x 的极大值为 (1) ln 2f  ，无极小值

（Ⅱ） 0a 
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（2014湖北卷理 22） 是圆周率， 2.71828...e  为自然对数的底数

（Ⅰ）求函数
ln( ) xf x
x

 的单调区间

（Ⅱ）求
3 3,3 , , ,3 ,e ee e   这6个数中最大数和最小数

（Ⅲ）将
3 3,3 , , ,3 ,e ee e   这6个按从小到大的顺序排列，并证明你的结论

【答案】（Ⅰ） ( )f x 的单调递增区间为 (0, )e ，单调递减区间为 ( , )e 

（Ⅱ）最大的数为3 ，最小的数为3e

（Ⅲ）
3 33 3e ee e      

（2014湖南卷理 22）已知常数 0a  ，函数
2( ) ln(1 )
2
xf x ax

x
  



（Ⅰ）讨论 ( )f x 在区间 (0, ) 上的单调性

（Ⅱ）若 ( )f x 存在两个极值点 1 2,x x ，且 1 2( ) ( ) 0f x f x  ，求 a的取值范围

【答案】（Ⅰ）当 1a  时， ( )f x 单在 (0, ) 单调递增；

当0 1a  时， ( )f x 的单调递增区间为
2 (1 )
( , )

a a
a




单调递减区间为
2 (1 )

(0, )
a a
a


（Ⅱ）
1( ,1)
2




