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一、填空题(每小题8分，共80分)
1.若复数z满足|z－1|+|z－3－2i|=2 eq \r(2)，则|z|的最小值为        .

【解析】答案：1.

设z=x+yi，则|z－1|+|z－3－2i|=2 eq \r(2)的几何意义为点P(x，y)到点A(1，0)，B(3，2)的距离之和为2 eq \r(2)，因为|AB|=2 eq \r(2)，从而点P在线段AB上，从而：|OP|≥1.即当z=1时有最小值|z|=1.

2.在正三棱锥S—ABCD中，已知二面角A—SB—D的正弦值为 eq \f(\r(6),3)，则异面直线SA与BC所成的角为         .

【解析】答案：60°.

A—SB—D的二面角等于A—SD—B的二面角，设底面的中心为O，取AD的中点M，连接SO、SM、OM，过点O作OE⊥SM于E，易证OE⊥平面SAD，过点E作EP⊥SD于点P，连接OP，从而：A—SD—B的二面角为∠EPO.

设底面边长为2a，侧棱长为2b，于是：OM=a，SO= eq \r(4b2－2a2)，OD= eq \r(2)a，
所以：OE= eq \f(a\r(4b2－2a2),\r(4b2－a2))，OP= eq \f(\r(2)a·\r(4b2－2a2),2b)，
所以：sin∠OPE= eq \f(OE,OP)= eq \f(\r(2)b,\r(4b2－a2))= eq \f(\r(6),3)，解得：a=b.

于是：△SAD为正三角形，从而：直线SA与BC所成的角为60°. \f(\r(6),3)
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3.函数f (x)=[2sinx·cosx]+[sinx+cosx]的值域为         (其中[x]表示不超过x的最大整数).

答案：{－1，0，1，2}.
【解析】 f (x)=[sin2x]+ eq \b\bc\[(\a\al(\r(2)sin\b\bc\((\a\al(x+\f(π,4)))))，
当x∈ eq \b\lc\[\rc\)(\a\al(0，\f(π,4)))时，[sin2x]=0， eq \b\bc\[(\a\al(\r(2)sin\b\bc\((\a\al(x+\f(π,4)))))=1，此时f (x)=1；
当x= eq \f(π,4)时，[sin2x]=1， eq \b\bc\[(\a\al(\r(2)sin\b\bc\((\a\al(x+\f(π,4)))))=1，此时f (x)=2；
当x∈ eq \b\bc\((\a\al(\f(π,4)，\f(π,2)))，[sin2x]=0， eq \b\bc\[(\a\al(\r(2)sin\b\bc\((\a\al(x+\f(π,4)))))=1，此时f (x)=1；
当x= eq \f(π,2)时，[sin2x]=0， eq \b\bc\[(\a\al(\r(2)sin\b\bc\((\a\al(x+\f(π,4)))))=1，此时f (x)=1；
当x∈ eq \b\bc\((\a\al(\f(π,2)，\f(3π,4)))，[sin2x]=0， eq \b\bc\[(\a\al(\r(2)sin\b\bc\((\a\al(x+\f(π,4)))))=0，此时f (x)=0；
当x= eq \f(3π,4)时，[sin2x]=－1， eq \b\bc\[(\a\al(\r(2)sin\b\bc\((\a\al(x+\f(π,4)))))=0，此时f (x)=－1；
当x∈ eq \b\bc\((\a\al(\f(3π,4)，π))时，[sin2x]=0， eq \b\bc\[(\a\al(\r(2)sin\b\bc\((\a\al(x+\f(π,4)))))=0，此时f (x)=0；
当x=π时，[sin2x]=0， eq \b\bc\[(\a\al(\r(2)sin\b\bc\((\a\al(x+\f(π,4)))))=－1；此时f (x)=－1；
其他区间按此方法讨论.

4.在△ABC中，∠BAC=60°，∠BAC的平分线AD交BC于D，且有 eq \o(AD,\s\up6(→))= eq \f(1,4)

 eq \o(AC,\s\up6(→))+t eq \o(AB,\s\up6(→))，若AB=8，则AD=         .

答案：6 EQ \R(3).

【解析】易知t= eq \f(3,4)，从而：AC=24，AD2= eq \f(1,16)×242+\f(9,16)×82+\f(3,16)×8×24=108，
从而：AD=6 EQ \R(3).

5.甲、乙两人轮流掷一枚硬币至正面朝上或者朝下，规定谁先掷出正面朝上为赢：前一场输者，则下一场先掷，若第一场甲先掷，则甲赢得第n场的概率为         .
【解析】答案：Pn= eq \f(1,2)\b\bc\[(\a\al(1－\b\bc\((\a\al(－\f(1,3)))\s\up6(n))).
设甲赢得第n场的概率为Pn，则Pn+1= eq \f(2,3)(1－Pn)+\f(1,3)Pn，P1= eq \f(2,3)，
解得：Pn= eq \f(1,2)\b\bc\[(\a\al(1－\b\bc\((\a\al(－\f(1,3)))\s\up6(n))).

6.若直线6x－5y－28=0交椭圆 eq \f(x2,a2)+\f(y2,b2)=1(a>b>0，且a，b为整数)于A、C，设B(0，b)为椭圆的上顶点，而△ABC的重心为椭圆的右焦点F2，则椭圆的方程为         .
【解析】设A(x1，y1)，C(x2，y2)，依题意知：
 eq \b\lc\{(\a\al(x1+x2=3c，,y1+y2+b=0，))
联立椭圆方程和直线方程：
 eq \b\lc\{(\a\al(\f(x2,a2)+\f(y2,b2)=1，,6x－5y－28=0，))
得：
 eq \b\lc\{(\a\al(x1+x2=\f(336a2,36a2+25b2)=3c①，,y1+y2=－\f(280b2,36a2+25b2)=－b②，))
①÷②可得：
 eq \f(2a2,5b2)=\f(c,b)，
即：2a2=5bc，两边平方，并有c2=a2－b2可得：
4a4－25a2b2+25b4=0，
解得：
a2=5b2或者a2= eq \f(5,4)b2，
7.设a、b∈R，则max{|a+b|，|a－b|，|1－b|}的最小值为          .

【解析】答案： eq \f(1,2).

max{|a+b|，|a－b|，|1－b|}=max{|a|+|b|，|1－b|}≥ eq \f(|a|+|b|+|1－b|,2)≥ eq \f(|a|+1,2)≥\f(1,2).

当且仅当a=0，b= eq \f(1,2)时等号成立.
8.已知a、b∈Z，且a+b是方程x2+ax+b=0的一个根，则b的最大可能值为        .

【解析】答案：9.

将a+b代入方程可得：(a+b)2+a(a+b)+b=0，整理可得：
b2+(3a+1)b+2a2=0，
显然a、b中至少有一个为负数，欲求b的最大值，则a<0，b>0.

视b为主元，解得：
b= eq \f(－(3a+1)－\r((3a+1)2－8a2),2)= eq \f(－(3a+1)－\r(a2+6a+1),2)，
其中：
a≥2 eq \r(2)－3或者a≤－(2 eq \r(2)+3)，
因为b∈Z，从而：a2+6a+1=m2，m∈Z，
即：
a2+6a+1－m2=0

有整数解.

(=36－4(1－m2)=4(m2+8)

为完全平方数，令
m2+8=n2，其中：n∈Z，
所以：
(n+m)(n－m)=8=2×4=(－2)×(－4)，
解得：
 eq \b\lc\{(\a\al(n=±3，,m=±1，,a=0或－6，,b=－1或9，))
于是bmax= 9，此时a=－6.
9.设集合A、B满足A∪B={1，2，…，10}，若A∩B=(，若集合A的元素个数不是集合A的元素，集合B元素个数不是集合B的元素，则满足条件的所有集合A的个数为        .
【解析】令|A|=k，则|B|=10－k，k≠5，否则5∈A∩B，
从而由题意可知：k∈B，10－k∈A，此时A中剩余的k－1个元素有 eq C\s(k－1,8)种选择，且剩余的9－k个元素必定属于集合B.

于是，满足题意的集合A的个数为m= eq \i\su(k=1,9,C\s(k－1,8))－C\s(5－1,8)=28－70=256－70=186个.
10.设f (n)为最接近 eq \r(4,n)的整数，则 eq \i\su(k=1,2018,\f(1,f (k)))=        .
【解析】答案： eq \f(2886,7).

用[n]表示与 eq \r(4,n)最接近的整数，则：
当n∈[1，8]时，[n]=1，f (n)=1，其中n=1，2，…，8；故 eq \i\su(k=1,8,\f(1,f (k)))=8，
当n∈[9，48]时，[n]=2，f (n)=2，其中n=9，10，…，48，故 eq \i\su(k=9,48,\f(1,f (k)))=20；
当n∈[49，168]时，[n]=3，f (n)=3，其中：n=49，50，…，168，故 eq \i\su(k=49,168,\f(1,f (k)))=40；
当n∈[169，440]时，[n]=4，f (n)=4，其中n=169，170，…，440，故 eq \i\su(k=169,440,\f(1,f (k)))=68；
当n∈[441，960]时，[n]=5，f (n)=5，其中：n=441，…，960，故 eq \i\su(k=441,960,\f(1,f (k)))=104；
当n∈[961，1848]时，[n]=6，f (n)=6，其中n=961，…，1848，故 eq \i\su(k=961,1848,\f(1,f (k)))=148.
当n∈[1849，2018]时，[n]=7，其中n=1849，…，2018，故 eq \i\su(k=1849,2018,\f(1,f (k)))= eq \f(170,7)，
综上： eq \i\su(k=1,2018,\f(1,f (k)))=8+20+40+68+104+148+ eq \f(170,7)= eq \f(2886,7).
事实上，当k≤ eq \r(4,n)≤k+1时，
若n4∈[k4，k4+2k3+3k2+2k]时，[n]=k，当n4∈[k4+2k3+3k2+2k+1，(k+1)4]时，[n]=k+1.

因为当n4∈[k4，k4+2k3+3k2+2k]，则
n4－k4∈[0，2k3+3k2+2k]<(k+1)4－n4∈[2k3+3k2+2k+1，4k3+6k2+4k+1]；
而当n4∈[k4+2k3+3k2+2k+1，(k+1)4]时，
(k+1)4－n4∈[0，2k3+3k2+2k]<n4－k4∈[2k3+3k2+2k+1，4k3+6k2+4k+1]；
于是：当n4∈[k4+2k3+3k2+2k+1，(k+1)4]时，[n]=k+1；
当n4∈[(k+1)4，(k+1)4+2(k+1)3+3(k+1)2+2(k+1)]时，[n]=k+1，
即当n4∈[k4+2k3+3k2+2k+1，(k+1)4+2(k+1)3+3(k+1)2+2(k+1)]时，[n]=k+1，
此时共有(k+1)4+2(k+1)3+3(k+1)2+2(k+1)－(k4+2k3+3k2+2k)=4k3+12k2+16k+8=4(k+1)(k2+2k+2)个数，
于是： eq \i\su(k4－2k3+3k2－2k+1, k4+2k3+3k+2+2k,\f(1,f (k)))  =4(k2+1)，
所以： eq \i\su(k=1,2018,\f(1,f (k)))= eq \i\su(k=1,6,4(k2+1))+ eq \i\su(i=1849,2018,\f(1,f (i)))=388+ eq \f(170,7)= eq \f(2886,7).
二、解答题(本大题共4小题，共70分)

11.已知圆O：x2+y2=4与曲线C：y=3|x－t|，A(m，n)，B(s，p)(m，n，s，p∈N*)为曲线C上的两点，使得圆O上的任意一点到点A的距离与到点B的距离之比为定值k(k>1)，求t的值.

【解析】答案：t= eq \f(4,3).

取圆上的点C(2，0)，D(－2，0)，E(0，2)，F(0，－2)，依题意有：
 eq \b\lc\{(\a\al(\f((2－m)2+n2,(2－s)2+p2)=\f((2+m)2+n2,(2+s)2+p2)=\f(m,s)，,\f(m2+(2－n)2,s2+(p－2)2)=\f(m2+(2+n)2,s2+(2+p)2)=\f(n,p)，))
于是： eq \o(OA,\s\up6(→))=t eq \o(OB,\s\up6(→))，所以，点A、B、O三点共线.

由阿波罗尼斯圆的性质：OA·OB=R2=4，且OA= eq \f(R,λ)，OB=Rλ，其中λ>1，则OA<OB，所以：OA<2；
因为：m2+n2=OA2= eq \f(4,λ2)，
又m、n∈N*，从而：OA2= eq \f(4,λ2)∈N*，
(1)若OA2= eq \f(4,λ2)=1，则λ=2，此时：m2+n2=1，必有mn=0，因为m、n∈N*，不符合题意；
(2)若OA2= eq \f(4,λ2)=2，则λ= eq \r(2)，此时：m2+n2=2，得：m=n=1，s=p=2，直线AB的方程为y=x，则点A(1，1)，B(2，2)在曲线C上，代入解得：t= eq \f(4,3).

(3)若OA2= eq \f(4,λ2)=3，此时：m2+n2=3，无正整数解，不合题意.
综上：t= eq \f(4,3).
12.已知数列{an}满足：

a1= eq \f(π,3)，0<an< eq \f(π,3)，sinan+1≤ eq \f(1,3)sin3an(n≥2)，

求证：sinan< eq \f(1,\r(n)).

证明：由于0<an< eq \f(π,3)，于是：sinan∈ eq \b\bc\((\a\al(0，\f(1,2)))，
当n=1时，有sina1= eq \f(1,2)<1；
当n=2时，sina2∈ eq \b\bc\((\a\al(0，\f(1,2)))< eq \f(1,\r(2))成立；
设当n=k时，有
sinak< eq \f(1,\r(k))，
则当n=k+1时，
sinak+1≤ eq \f(1,3)sin3ak=\f(1,3)(3sinak－4sin3ak)，
令f (x)=3x－4x3，x∈ eq \b\bc\((\a\al(0，\f(1,2)))，
则f ′(x)=3－12x2>0，即f (x)在 eq \b\bc\((\a\al(0，\f(1,2)))单调递增，
于是：
sinak+1≤ eq \f(1,3)sin3ak=\f(1,3)(3sinak－4sin3ak)≤ eq \f(1,\r(k))－\f(4,3k\r(k))，
所以只需证明：
 eq \f(1,\r(k))－\f(4,3k\r(k))< eq \f(1,\r(k+1))(k≥2)

即可.

即证明：
 eq \f(3k－4,3k)<\r(\f(k,k+1))，
平分后整理可得：
15k2+8k－16>0，
即证明对任意k≥2有：
(3k+4)(5k－4)>0，
显然成立.

于是：对任意n∈N*，有sinan< eq \f(1,\r(n)).

13.实数a、b、c满足a2+b2+c2=λ(λ>0)，试求

f =min{(a－b)2，(b－c)2，(c－a)2}

的最大值.

【解析】由i对称性，不妨设a≥b≥c，
从而：
a－b>a－c>0，
于是有：
f =min{(a－b)2，(b－c)2，(c－a)2}=min{(a－b)2，(b－c)2}

                ≤(a－b)(b－c)
                ≤ eq \b\bc\[(\a\al(\f((a－b)+(b－c),2)))\s\up6(2)
                 = eq \f((a－c)2,4)
                 ≤ eq \f(λ,2).

当且仅当b=0，a=－c= eq \f(\r(2λ),2)时等号成立.

14.证明对所有的正整数n≥4，存在一个集合S，满足如下条件：

(1)S由都小于2n－1的n个正整数组成；

(2)对S的任意两个不同非空子集A、B，集合A中所有元素之和不等于集合B中所有元素之和.
【解析】当S={20，21，22，…，2n－1}时满足题意.
法一、证明：用|T|表示集合T中的元素个数，M(A)表示集合A中的元素之和.

当n=4时，若|A|=1，则M(A)={1，2，4，8}；
若|A|=2，则M(A)={3，5，9，6，10，12}，
若|A|=3，则M(A)={7，11，13，14}，
若|A|=4，则M(A)={15}，
即集合S的15个子集，其和值也有15个，每个子集的和值各不相同，
所以：当A≠B时，总有M(A)≠M(B).

故：当n=4时，S={1，2，4，8}满足题意；
假设当n=k时，集合S={20，21，22，…，2k－1}满足题意，
此时集合S的2k－1个非空子集有2k－1个不同的值，其集合为
{1，2，…，2k－1}，
则当n=k+1时，集合S的2k个子集的和值组成的集合为
{1，2，3，…，2k－1，2k，2k+1，…，2k+2k－1}，
即：
{1，2，3，…，2k－1，2k，…，2k+1－1}，
所以当n=k+1时，集合S的2k+1－1个子集有2k+1－1个不同的值.
综上：集合S={20，21，22，…，2n－1}总是满足题意.

法二、不妨假设a1<a2<…<am，b1<b2<…<bt，且对任意的i，j，ai≠bj，bt<am，
根据题意只需证明：
 eq \i\su(i=1,m,2\s\up6(ai))≠ eq \i\su(j=1,t,2\s\up6(bj))
即可.

若不然，设 eq \i\su(i=1,m,2\s\up6(ai))= eq \i\su(j=1,t,2\s\up6(bj))，
则： eq 2\s\up6(am)< eq \i\su(i=1,m,2\s\up6(ai))= eq \i\su(j=1,t,2\s\up6(bj))，
所以：1< eq 2\s\up6(b1－am)+ eq 2\s\up6(b2－am)+…+ eq 2\s\up6(bt－am)≤ eq \f(1,2)+\f(1,22)+…+\f(1,2t－m)= eq 1－\f(1,2t－m+1)<1，矛盾.

从而：集合S={20，21，…，2n－1}的任意的两个子集之和不同.

所以：存在满足题意的集合S={20，21，…，2n－1}.
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