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　　摘要：回顾２００３年以来国内Ｓｃｈｕｒ－凸函数研究的进展，着重介绍国内学者应用Ｓｃｈｕｒ凸函数

理论于解析不等式研究所取得的成绩，并对今后的研究提出了几点建议．
关键词：Ｓｃｈｕｒ－凸函数；解析不等式；Ｓｃｈｕｒ－几何凸函数；Ｓｃｈｕｒ－调和凸函数；Ｓｃｈｕｒ－幂凸函

中图分类号：Ｏ１７８　文献标识码：Ａ　文章编号：２０９５－３７９８（２０１７）０５－００１２－１１

收稿日期：２０１７－０７－２６
作者简介：石焕南，男，湖南祁东人，北京联合大学师范学院教授．

０　引言

１９７９年，Ｍａｒｓｈａｌｌ和Ｏｌｋｉｎ合作出版了《Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ：Ｔｈｅｏｒｙ　ｏｆ　Ｍａｊｏｒｉｚａｔｉｏｎ　ａｎｄ　Ｉｔｓ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ》［１］一

书，以此为标志，受控理论（亦称控制不等式理论）成为数学的一门独立的新兴学科．１９７９年９月至１９８１年９
月，北京师范大学的王伯英教授在美国加州大学（ＵＣＳＢ）做访问学者，期间学习了这一理论．回国后于１９８４
年在国内率先开设了有关受控理论的硕士研究生课程《矩阵与控制不等式》．１９９０年，王伯英教授编著的《控

制不等式基础》［２］一书正式出版，该书除精选了 Ｍａｒｓｈａｌｌ和Ｏｌｋｉｎ一书中的经典基础理论以外，还包含了不

少王伯英教授精彩的独创内容．在应用部分，该书着重讨论了受控理论在矩阵上的应用．
如王伯英教授所言“控制不等式几乎渗入到各个数学领域，而且处处扮演着精彩角色，原因是它常能深

刻地描述许多数学量之间的内在关系，从而便于推得所需的结论，它还能把许多已有的从不同方法得来的

不等式用一种统一的方法简便地推导出来，它更是推广已有的不等式，发现新的不等式的一种强有力手段，
控制不等式的理论和应用有着美好的发展前景”．

《控制不等式基础》一书的出版极大地推动我国受控理论研究的发展．截至目前，我国学者在国内外已发

表了３００多篇有关受控理论与解析不等式方面的研究论文，绝大多数是２００３年后发表的，其中近百篇刊于

ＳＣＩ期刊．已形成了一支在国际上具有一定影响的研究队伍，其中包括王挽澜、续铁权、石焕南、文家金、张小

时、褚玉明、关开中、吴善和、杨镇杭、姜卫东、杨定华、席博彦、马统一、李大矛、夏卫锋、张静、何灯、许谦、王

文、龙波涌、王东生、傅春茹等．２０１１年，Ａｒｎｏｌｄ　Ｂ　Ｃ，Ｍａｒｓｈａｌｌ　Ａ　Ｍ和Ｏｌｋｉｎ　Ｉ合作的《Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ：Ｔｈｅｏｒｙ　ｏｆ
Ｍａｊｏｒｉｚａｔｉｏｎ　ａｎｄ　Ｉｔｓ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ》（第二版）［３］引用了不少国内学者的论文．
２０１２年，石焕南的《受控理论与解析不等式》［４］一书由哈尔滨工业大学出版社出版，该书介绍受控理论的新

推广及受控理论在解析不等式（包括对称函数不等式、序列不等式、积分不等式、平均值不等式等）方面的应用，
并附有４００多篇参考文献．该书出版后的５年间，书中所涉及的几乎所有问题都有了后续的研究成果．
２０１７年，受刘培杰数学工作室的举荐，得国家出版基金的赞助，石焕南的《Ｓｃｈｕｒ凸函数与不等式》［５］一书由
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哈尔滨工业大学出版社出版，与《受控理论与解析不等式》比较，该书的参考文献新增了近１６０余篇，还新增了

“Ｓｃｈｕｒ凸函数与几何不等式”等章节．
Ｓｃｈｕｒ－凸函数是受控理论的核心概念，本文回顾自２００３年始，１５年间国内Ｓｃｈｕｒ－凸函数研究的进展，着重

介绍国内学者应用Ｓｃｈｕｒ凸函数理论于解析不等式研究所取得的成绩，并对今后的研究提出几点建议．

１　Ｓｃｈｕｒ－凸函数及其推广

在本文中，Ｒｎ，Ｒｎ＋和Ｒｎ＋＋分别表示ｎ维实数集，ｎ维非负数集和ｎ维正实数集，并记Ｒ１＝Ｒ，Ｒ１＋ ＝Ｒ＋ 和

Ｒ１＋＋＝Ｒ＋＋．
定义１［１，２］　对于ｘ＝（ｘ１，…，ｘｎ）∈Ｒｎ，将ｘ的分量排成递减的次序号，记作ｘ〔１〕≥ｘ２≥ｘ〔ｎ〕．设ｘ，ｙ∈Ｒｎ

满足

（ｉ）∑
ｋ

ｉ＝１
ｘ［ｉ］≤∑

ｋ

ｉ＝１
ｙ［ｉ］，ｋ＝１，２，…，ｎ－１，（ｉｉ）∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｙｉ，

则称ｘ被ｙ所控制，记作ｘｙ．
ｘ≤ｙ表示ｘｉ≤ｙｉ，ｉ＝１，…，ｎ．
定义２［１－２］　设ΩＲｎ，φ∶Ω→Ｒ，若在Ω上ｘｙφ（ｘ）≤φ（ｙ），则称φ为Ω上的Ｓｃｈｕｒ凸函数（简称Ｓ－凸

函数）；若－φ是Ω上的Ｓ－凸函数，则称φ为Ω上的Ｓ－凹函数．
若在Ω上ｘ≤ｙφ（ｘ）≤φ（ｙ），则称φ为Ω上的增函数；若－φ是Ω上的增函数，则称φ为Ω上的减函数．
定理１［１－２］　（Ｓｃｈｕｒ－凸函数判定定理）设ΩＲｎ 是有内点的对称凸集，φ∶Ω→Ｒ在Ω 上连续，在Ω 的内

部Ω０ 可微，则在Ω 上Ｓ－凸（Ｓ－凹）的充要条件是φ在Ω 上对称且ｘ∈Ω０，有

（ｘ１－ｘ２）（
φ
ｘ１

－φ
ｘ２

）≥０（≤０）．

关于Ｓｃｈｕｒ－凸函数的推广，国内学者做了不少开拓性的工作，并得到国外学者的认可与应用．２００３年，
张小明首先提出并建立了Ｓｃｈｕｒ几何凸函数的定义及判定定理．

定义３［６－７］　设ΩＲｎ＋＋，∶Ω→Ｒ＋，对于任意ｘ＝（ｘ１，…，ｘｎ），ｙ＝（ｙ１，…，ｙｎ）∈Ω，若
ｌｎ　ｘ∶＝（ｌｎ　ｘ１，…，ｌｎ　ｘｎ）（ｌｎ　ｙ１，…，ｌｎ　ｙｎ）＝∶ｌｎ　ｙ，

有ｆ（ｘ）≤ｆ（ｙ），则称ｆ为Ω 上的Ｓ－几何凸函数．若ｌｎ　ｘｌｎ　ｙ有ｆ（ｘ）≥ｆ（ｙ），则称ｆ为Ω 上的Ｓ－几何凹

函数．
定理２［６，７］　（Ｓｃｈｕｒ－几何凸函数判定定理）设ΩＲｎ＋＋ 是有内点的对称凸集，φ∶Ω→Ｒ在Ω 上连续，在Ω

的内部Ω０ 可微，则在Ω 上Ｓ－几何凸（Ｓ－凹）的充要条件是φ在Ω 上对称且ｘ∈Ω０，有

（ｌｎ　ｘ１－ｌｎ　ｘ２）（ｘ１
φ
ｘ１

－ｘ２
φ
ｘ２

）≥０（０≤０）．

张小明将其对几何凸函数的研究成果写入其专著［６］和［７］．
２００８年，褚玉明等首先提出并建立了Ｓｃｈｕｒ调和凸函数的定义及判定定理．
定义４［８］　设ΩＲｎ＋，φ∶Ω→Ｒ＋．ｘ＝（ｘ１，…，ｘｎ），ｙ＝（ｙ１，…，ｙｎ）∈Ω，若（１／ｘ１，…，１／ｘｎ）（１／ｙ１，

…１／ｙｎ）φ（ｘ）≤φ（ｙ），则称φ为Ω 上的Ｓｃｈｕｒ调和凸函数；若－φ是Ω 上的Ｓ－调和凸函数，则称φ为Ω
上的Ｓ－调和凹函数．

定理３［８］　（Ｓｃｈｕｒ－调和凸函数判定定理）设ΩＲｎ 是有内点的对称调和凸集，φ∶Ω→Ｒ＋ 于Ω 上连续，
在Ω 的内部Ω０ 一阶可微．若φ在Ω 上对称，且对于任意ｘ＝（ｘ１，…，ｘｎ）∈Ω０，有

（ｘ１－ｘ２）（ｘ２１
φ
ｘ１

－ｘ２２
φ
ｘ２

）≥０（≤０），

则φ是Ω 上Ｓ－调和凸（凹）函数．
作为Ｓｃｈｕｒ凸 函 数，Ｓｃｈｕｒ几 何 凸 函 数，Ｓｃｈｕｒ调 和 凸 函 数 等 概 念 的 统 一 推 广，２０１０年 杨 镇 杭 定 义 了

Ｓｃｈｕｒ　ｆ凸函数及Ｓｃｈｕｒ幂凸函数，并建立了相应的判定定理．
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定义５［９］　设ｆ：Ｒ＋→Ｒ定义如下：

ｆ（ｘ）＝
ｘｍ－１

ｍ
，ｍ≠０；

ｌｎ　ｘ，ｍ＝０．
烅
烄

烆
对于任意ｘ，ｙ∈Ω，若ｆ（ｘ）ｆ（ｙ），有φ（ｘ）≤φ（ｙ），则称∶ΩＲ

ｎ
＋→Ｒ是Ω 上的Ｓｃｈｕｒ　ｍ－幂凸函数．若－

是Ｓｃｈｕｒ　ｍ－幂凸函数，则称是Ω 上的Ｓｃｈｕｒ　ｍ－幂凹函数．

在定义５中，若分别置ｆ（ｘ）为ｘ，ｌｎ　ｘ和
１
ｘ
，则定义５就化为Ｓｃｈｕｒ－凸，Ｓｃｈｕｒ－几何凸和Ｓｃｈｕｒ－调和凸

函数的定义．
定理４［９］　（Ｓｃｈｕｒ幂凸函数的判定定理）设ΩＲｎ 是有内点的对称凸集，φ∶Ω→Ｒ在Ω 上连续，在Ω 的

内部Ω０ 可微，则在Ω 上Ｓｃｈｕｒ　ｍ－幂凸（Ｓｃｈｕｒ　ｍ－幂凹）的充要条件是φ在Ω 上对称且ｘ∈Ω０，有
ｘｍ１－ｘｍ２
ｍ

（ｘ１－ｍ１
φ
ｘ１

－
ｘ１－ｍ２ φ
ｘ２

）≥０（≤０）．

２００９年，杨定华［１０］用公理化 的 方 法，提 出 了 抽 象 平 均、抽 象 凸 函 数 和 抽 象 受 控 等 概 念，它 们 分 别 是 平

均、凸函数和受控等概念的相应推广．通过逻辑演绎，建立了抽象受控不等式的基本定理．
２０１４年，在上述工作的基础上，杨定华［１１］考虑范畴论的思想和方法：通过考察对象之间的态射反映对

象本身的性质在抽象平均的基础平台上，基于映射的观点，首先提出抽象平均、抽象凸函数、抽象控制和抽象

受控不等式等同构映射的概念，建立了抽象凸函数同构映射的基本定理．

２　Ｓｃｈｕｒ－凸函数性质的移植

将Ｓｃｈｕｒ－凸函数的定义推广到Ｓｃｈｕｒ－几何凸，Ｓｃｈｕｒ－调和凸函和Ｓｃｈｕｒ－幂凸函数后，自然可进一步考

虑Ｓｃｈｕｒ－凸函数的某些性质可否向Ｓｃｈｕｒ－几何凸，Ｓｃｈｕｒ－调和凸函和Ｓｃｈｕｒ－幂凸函数移植？石焕南和张静

在这方面做了下述工作．
定义６［１２］　设区间ＩＲ＋，函数φ∶Ｉ→Ｒ＋ 连续．
（ｉ）函数φ说是Ｉ上的ＧＡ凸（凹）函数，若对于ｘ，ｙ∈Ｉ，有

φ（ｘ槡ｙ）≤（≥）φ
（ｘ）＋φ（ｙ）
２

，

（ｉｉ）函数φ与是Ｉ上的 ＨＡ凸函数，若对于ｘ，ｙ∈Ｉ，有

φ（
２ｘｙ
ｘ＋ｙ

）≤（≥）φ
（ｘ）＋φ（ｙ）
２ ．

设π＝（π（１），…，π（ｎ））是（１，…，ｎ）的任意置换，关于Ｓｃｈｕｒ－凸函数有如下判定定理：
定理５［１］　设ＡＲｋ 是一个对称凸集，φ是Ａ 上的Ｓ－凸函数，具有性质：对每一个固定的ｘ２，…，ｘｋ，φ

（ｚ，ｘ２，…，ｘｋ）关于ｚ在｛ｚ∶（ｚ，ｘ２，…，ｘｋ）∈Ａ｝上 凸，则 对 于 任 何ｎ＞ｋ，ψ（ｘ１，…，ｘｎ）＝∑
π
φ（ｘπ（１），…，

ｘπ（ｋ））在Ｂ 上Ｓ－凸，其中

Ｂ＝｛（ｘ１，…，ｘｎ）∶（ｘπ（１），…，ｘπ（ｋ））∈Ａ，对于所有的排列π｝，
继而

珔ψ（ｘ）＝ ∑
１≤ｉ１＜…＜ｉｋ≤ｎ

φ（ｘｉ１，…，ｘｉｋ）

在Ｂ 上Ｓ－凸．
２０１３年，石焕南和张静［１３］将定理５移植到Ｓｃｈｕｒ－几何凸和Ｓｃｈｕｒ－调和凸的情形．
定理６［１３］　设ＡＲｋ 是一个对称凸集，φ是Ａ 上的Ｓ－几何凸函数，具有性质：对每一个固定的ｘ２，…，

ｘｋ，φ（ｚ，ｘ２，…，ｘｋ）关于ｚ在｛ｚ∶（ｚ，ｘ２，…，ｘｋ）∈Ａ｝上ＧＡ凸，则对于任何ｎ＞ｋ，

ψ（ｘ１，…，ｘｎ）＝∑
π
φ（ｘπ（１），…，ｘπ（ｋ））
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在Ｂ 上Ｓ－几何凸，其中

Ｂ＝｛（ｘ１，…，ｘｎ）∶（ｘπ（１），…，ｘπ（ｋ））∈Ａ，对于所有的排列π｝．
继而

珔ψ（ｘ）＝ ∑
１≤ｉ１＜…＜ｉｋ≤ｎ

φ（ｘｉ１，…，ｘｉｋ）

在Ｂ 上Ｓ－几何凸．
定理７［１３］　设ＡＲｋ 是一个对称凸集，φ是Ａ 上的Ｓ－调和凸函数，具有性质：对第一个固定的ｘ２，…，

ｘｋ，φ（ｚ，ｘ２，…，ｘｋ）关于ｚ在｛ｚ∶（ｚ，ｘ２，…，ｘｋ）∈Ａ｝上 ＨＡ凸，则对于任何ｎ＞ｋ，

ψ（ｘ１，…，ｘｎ）＝∑
π
φ（ｘπ（１），…，ｘπ（ｋ））

在Ｂ 上Ｓ－调和凸，其中

Ｂ＝｛（ｘ１，…，ｘｎ）∶（ｘπ（１），…，ｘπ（ｋ））∈Ａ，对于所有的排列π｝．
继而

珔ψ（ｘ）＝ ∑
１≤ｉ１＜…＜ｉｋ＜ｎ

φ（ｘｉ１，…，ｘｉｋ）

在Ｂ 上Ｓ－调和凸．
设区间ＩＲ，φ∶Ｉ→Ｒ＋ 是一个对数凸函数．定义对称函数

Ｆｋ（ｘ）＝ ∑
１≤ｉ１＜…＜ｉｋ≤ｎ

　∏
ｋ

ｊ＝１
ｆ（ｘｉｊ），ｋ＝１，…，ｎ．

王淑红等［１４］利用Ｓ－凸函数、Ｓ－几何凸函数和Ｓ－调和凸函数的判定定理证得：
定理８［１４］　设ＩＲ是具有非空内部的对称凸集，函数ｆ∶Ｉ→Ｒ＋＋ 在Ｉ上连续，在Ｉ的内部可微且对数

凸，则Ｆｋ（ｘ）在Ｉｎ 上Ｓ－凸．若ｆ还是递增函数，则Ｆｋ（ｘ）在Ｉｎ 上Ｓ－几何凸且Ｓ－调和凸．
张静和石焕南［１５］利用定理５，定理６和定理７简洁地证明了定理８．
２０１４年，对于Ｆｋ（ｘ）的对偶函数

Ｆ＊
ｋ （ｘ）＝ ∏

１≤ｉ１＜…＜ｉｋ≤ｎ
　∑

ｋ

ｊ＝１
ｆ（ｘｉｊ），ｋ＝１，…，ｎ，

石焕南和张静［１６］利用定理５，定理６和定理７证得：
定理９［１６］　设ＩＲ是具有非空内部的对称凸集，函数ｆ∶Ｉ→Ｒ＋＋ 在Ｉ上连续，在Ｉ的内部可微且对数

凸，则Ｆ＊
ｋ （ｘ）在Ｉｎ 上Ｓ－凸．若ｆ还是递增函数，则Ｆ＊

ｋ （ｘ）在Ｉｎ 上Ｓ－几何凸且Ｓ－调和凸．
关于复合函数的Ｓｃｈｕｒ－凸性，有如下结论：
定理１０［１］　设区间［ａ，ｂ］Ｒ，φ∶Ｒ

ｎ→Ｒ，ｆ∶［ａ，ｂ］→Ｒ，ψ（ｘ１，…，ｘｎ）＝φ（ｆ（ｘ１），…，ｆ（ｘｎ））∶［ａ，ｂ］
ｎ→Ｒ．

（ａ）若φ增且Ｓ－凸，ｆ凸，则ψＳ－凸．
（ｂ）若φ增且Ｓ－凹，ｆ凹，则ψＳ－凹．
（ｃ）若φ减且Ｓ－凸，ｆ凹，则ψＳ－凸．
（ｄ）若φ增且Ｓ－凸，ｆ增且凸，则ψ增且Ｓ－凸．
（ｅ）若φ减且Ｓ－凸，ｆ减且凹，则ψ增且Ｓ－凸．
（ｆ）若φ增且Ｓ－凸，ｆ减且凸，则ψ减且Ｓ－凸．
（ｇ）若φ减且Ｓ－凸，ｆ增且凹，则ψ减且Ｓ－凸．
（ｈ）若φ减且Ｓ－凹，ｆ 减且凹，则ψ增且Ｓ－凹．
２０１５年，石焕南和张静［１７］将定理１０移植到Ｓｃｈｕｒ－几何凸的情形．
定理１１［１７］　设区间［ａ，ｂ］Ｒ，φ∶Ｒ

ｎ→Ｒ，ｆ∶［ａ，ｂ］→Ｒ，ψ（ｘ１，…，ｘｎ）＝φ（ｆ（ｘ１），…，ｆ（ｘｎ））∶［ａ，ｂ］
ｎ→Ｒ．

（ａ）若φ增且Ｓ－几何凸，ｆ几何凸，则ψＳ－几何凸．
（ｂ）若φ增且Ｓ－几何凹，ｆ几何凹，则ψＳ－几何凹．
（ｃ）若φ减且Ｓ－几何凸，ｆ几何凹，则ψＳ－几何凸．
（ｄ）若φ增且Ｓ－几何凸，ｆ增且几何凸，则ψ增且Ｓ－几何凸．
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（ｅ）若φ减且Ｓ－几何凸，ｆ减且几何凹，则ψ增且Ｓ－几何凸．
（ｆ）若φ增且Ｓ－几何凸，ｆ减且几何凸，则ψ减且Ｓ－几何凸．
（ｇ）若φ减且Ｓ－几何凸，ｆ增且几何凹，则ψ减且Ｓ－几何凸．
（ｈ）若φ减且Ｓ－几何凹，ｆ减且几何凹，则ψ增且Ｓ－几何凹．
２０１７年，石焕南和张静［１８］又将定理１０移植到Ｓｃｈｕｒ－调和凸的情形．
定理１２［１８］　设区间［ａ，ｂ］Ｒ，φ∶Ｒ

ｎ→Ｒ，ｆ∶［ａ，ｂ］→Ｒ，ψ（ｘ１，…，ｘｎ）＝φ（ｆ（ｘ１），…，ｆ（ｘｎ））∶［ａ，ｂ］
ｎ→Ｒ．

（ａ）若φ增且Ｓ－调和凸，ｆ调和凸，则ψＳ－调和凸．
（ｂ）若φ增且Ｓ－调和凹，ｆ调和凹，则ψＳ－调和凹．
（ｃ）若φ减且Ｓ－调和凸，ｆ调和凹，则ψＳ－调和凸．
（ｄ）若φ增且Ｓ－调和凸，ｆ增且调和凸，则ψ增且Ｓ－调和凸．
（ｅ）若φ减且Ｓ－调和凸，ｆ减且调和凹，则ψ增且Ｓ－调和凸．
（ｆ）若φ增且Ｓ－调和凸，ｆ减且调和凸，则ψ减且Ｓ－调和凸．
（ｇ）若φ减且Ｓ－调和凸，ｆ增且调和凹，则ψ减且Ｓ－调和凸．
（ｈ）若φ减且Ｓ－调和凹，ｆ减且调和凹，则ψ增且Ｓ－调和凹．

３　Ｓｃｈｕｒ－凸函数与解析不等式

近些年国内学者应用Ｓｃｈｕｒ－凸函理论研究解析不等式的成果颇丰，本文不可能一一赘述，仅在本节介

绍某些笔者感觉比较新颖或比较漂亮的结果．

３．１　Ｓｃｈｕｒ－凸函数与多元对称函数不等式

一个对称凸集上的Ｓ－函数必是对称函数，这意味着受控理论最适宜处理对称函数不等式问题，因此研

究多元对称函数的Ｓｃｈｕｒ－凸性一直是受控理论研究的热点．近几年，国内学者得到一些不错的结果，这里介

绍数例．
对于下述完全对称函数的复合函数

Ｆｎ（ｘ，ｒ）＝ ∑
ｉ１＋ｉ２＋…＋ｉｎ＝ｒ

（
ｘ１
１－ｘ１

）ｉ１（
ｘ２
１－ｘ２

）ｉ２…（ｘｎ
１－ｘｎ

）ｉｎ．

２０１４年，孙明保等［１９］考察了它的Ｓ－凸性、Ｓ－几何凸性和Ｓ－调和凸性，分别利用这３种凸性的判定定理

证得如下３个定理．
定理１３［１９］　对于ｘ＝（ｘ１，…，ｘｎ）∈［０，１）ｎ∪（１，＋∞）ｎ 和ｒ∈Ｎ，
（ｉ）Ｆｎ（ｘ，ｒ）在［０，１）ｎ 上递增且Ｓｃｈｕｒ－凸；
（ｉｉ）若ｒ是偶数（奇数），则Ｆｎ（ｘ，ｒ）在（１＋∞）ｎ 上递增且Ｓｃｈｕｒ－凸（递增且Ｓｃｈｕｒ－凹）．
定理１４［１９］　对于ｘ＝（ｘ１，…，ｘｎ）∈［０，１）ｎ∪（１，＋∞）ｎ 和ｒ∈Ｎ，
（ｉ）Ｆｎ（ｘ，ｒ）在［０，１）ｎ 上Ｓｃｈｕｒ－几何凸；
（ｉｉ）若ｒ是偶数（奇数），则Ｆｎ（ｘ，ｒ）在（１＋∞）ｎ 上Ｓｃｈｕｒ－几何凸（Ｓｃｈｕｒ－几何凹）．
定理１５［１９］　对于ｘ＝（ｘ１，…，ｘｎ）∈［０，１）ｎ∪（１，＋∞）ｎ 和ｒ∈Ｎ，
（ｉ）Ｆ（ｘ，ｒ）在［０，１）ｎ 上Ｓｃｈｕｒ－调和凸；
（ｉｉ）若ｒ是偶数（奇数），则Ｆｎ（ｘ，ｒ）在（１，＋∞）ｎ 上调和凸（调和凹）．
注１　石焕南等［２０］分别利用Ｓ－凸，Ｓ－几何凸和Ｓ－调和凸的有关性质给出上述３个定理的简单证明．
关开中［２１］将 Ｈａｍｙ对称函数推广为

　∑
ｋ

ｎ
（ｆ（ｘ））＝ ∑

１≤ｉ１＜…＜ｉｋ≤ｎ
ｆ（∏

ｋ

ｊ＝１
ｘ

１
ｋ
ｉｊ），ｋ＝１，…，ｎ．

２０１１年，关开中和关汝柯［２２］研究了当ｆ为 ＭＮ凸函数时∑
ｋ

ｎ
（ｆ（ｘ））的Ｓ－凸性，得到如下结果．
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定理１６［２２］　设ＩＲ＋＋，ｆ∶Ｉ→Ｒ＋＋ 连续，则：（ａ）若ｆ在Ｉ上递减且ＡＡ凸，则∑
ｋ

ｎ
（ｆ（ｘ））在Ｉｎ 上Ｓ－凸；

（ｂ）若ｆ在Ｉ上递增且ＡＡ凹，则∑
ｋ

ｎ
（ｆ（ｘ））在Ｉｎ 上Ｓ－凹．

定理１７［２２］　设ＩＲ＋＋，ｆ∶Ｉ→Ｒ＋＋ 连续，则：（ａ）若ｆ在Ｉ上递减且ＧＡ凸，则∑
ｋ

ｎ
（ｆ（ｘ））在Ｉｎ 上Ｓ－几

何凸；（ｂ）若ｆ在Ｉ上递增且ＧＡ凹，则∑
ｋ

ｎ
（ｆ（ｘ））在Ｉｎ 上Ｓ－几何凹．

定理１８［２２］　设ＩＲ＋＋，ｆ∶Ｉ→Ｒ＋＋ 连续，则：（ａ）若ｆ在Ｉ上递减且 ＨＡ凸，则∑
ｋ

ｎ
（ｆ（ｘ））在Ｉｎ 上Ｓ－调

和凸；（ｂ）若ｆ在Ｉ上递增且 ＨＡ凹，则∑
ｋ

ｎ
（ｆ（ｘ））在Ｉｎ 上Ｓ－调和凹．

２０１４年，王文和杨世国［２３］研究了∑
ｋ

ｎ
（ｆ（ｘ））的Ｓ－幂凸性，得到如下结果．

定理１９　设ＩＲ＋，ｆ∶Ｉ→Ｒ＋ 在Ｉ内有二阶连续的偏导数．若ｆ在Ｉ上是单调递增的几何凸函数，则

（ａ）对于ｍ≤０，∑
ｋ

ｎ
（ｆ（ｘ））在Ｉｎ 上ｍ 阶Ｓ－幂凸；

（ｂ）当ｒ＝２，ｎ＝２时，对于ｍ＞０，∑
ｋ

ｎ
（ｆ（ｘ））在Ｉｎ 上ｍ 阶Ｓ－幂凹．

注２　定理１９是经张鑑等［２４］修正后的结果，且张鑑等给出结论（ａ）的一个简单证明．
王文和杨世国［２５］定义了如下对称函数：

Ｆｎ，ｋ（ｘ，ｒ）＝ ∏
１≤ｉ１＜…＜ｉｋ≤ｎ

ｆ（∑
ｋ

ｊ＝１
ｘｒｉｊ）

１
ｒ，ｋ＝１，…，ｎ，

并利用Ｓ－幂凸函数的判定定理证得下述如果．
定理２０［２５］　设ΩＲ＋＋ 是一个具有非空内点的对称凸集，ｆ∶Ω→Ｒ＋＋ 在Ω 上连续，在Ω０ 可微．若ｆ是

递增的几何凸函数，则对于ｍ≤０，ｒ＞０，ｋ＝１，２…，ｎ，Ｆｎ，ｋ（ｘ，ｒ）是Ω 上的Ｓ－幂凸函数．
注３　石焕南［５］利用Ｓ－几何凸函数和Ｓ－幂凸函数的性质给出定理２０的一个简单证明．

３．２　Ｓｃｈｕｒ凸函数与平均值不等式

设（ｒ，ｓ）∈Ｒ２，（ｘ，ｙ）∈Ｒ２＋＋．Ｓｔｏｌａｒｓｋｙ平均定义如下：

Ｅ（ｒ，ｓ；ｘ，ｙ）

（ｓ
ｒ
·ｙ

ｒ－ｘｒ

ｙｓ－ｘｓ
）１／（ｒ－ｓ），ｒｓ（ｒ－ｓ）（ｘ－ｙ）≠０；

（１
ｒ
· ｙｒ－ｘｒ

ｌｎ　ｙ－ｌｎ　ｘ
）１／ｒ，ｒ（ｘ－ｙ）≠０，ｓ＝０；

１
ｅ１／ｒ
（ｘ

ｘｒ

ｙｙ
ｒ）１

／（ｘｒ－ｙｒ），ｒ（ｘ－ｙ）≠０，ｒ＝ｓ；

ｘ槡ｙ， ｒ＝ｓ＝０，ｘ≠ｙ；

ｘ， ｘ＝ｙ．

烅

烄

烆
２０１２年，杨镇杭［２６］考察了Ｅ（ｒ，ｓ；ｘ，ｙ）的Ｓ－幂凸性，得到：
定理２１［２６］　对于固定的（ｒ，ｓ）∈Ｒ２：
（ａ）若ｍ＞０，则Ｅ（ｒ，ｓ；ｘ，ｙ）关于（ｘ，ｙ）在Ｒ２＋＋ 上ｍ 阶Ｓ－幂凸（Ｓ－幂凹）当且仅当ｒ＋ｓ≥（≤）３ｍ 且

ｍｉｎ｛ｒ，ｓ｝≥ｍ（≤ｍ）；（ｂ）若ｍ＜０，则Ｅ（ｒ，ｓ；ｘ，ｙ）关于（ｘ，ｙ）在Ｒ２＋＋ 上ｍ 阶Ｓ－幂凸（Ｓ－幂凹）当且仅当ｒ
＋ｓ≥（≤）３ｍ 且ｍａｘ｛ｒ，ｓ｝≥ｍ（≤ｍ）；（ｃ）若ｍ＝０．则Ｅ（ｒ，ｓ；ｘ，ｙ）关于（ｘ，ｙ）在Ｒ２＋＋ 上Ｓ－幂凸（Ｓ－幂凹）
当且仅当ｒ＋ｓ≥０（≤０）．

设（ｒ，ｓ）∈Ｒ２，（ｘ，ｙ）∈Ｒ２＋＋．Ｇｉｎｉ平均定义如下：
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Ｇ（ｒ，ｓ；ｘ，ｙ）
（ｘ

ｓ＋ｙｓ

ｘｙ＋ｙｒ
）１／（ｓ－ｒ），ｒ≠ｓ，

ｅｘｐ（
ｘｓｌｎ　ｘ＋ｙｓｌｎ　ｙ
ｘｒ＋ｙｒ

），ｒ＝ｓ．
烅

烄

烆
２０１３年，杨镇杭［９］考察了Ｇ（ｒ，ｓ；ｘ，ｙ）的Ｓ－幂凸性，得到：
定理２２［９］　对于固定的（ｒ，ｓ）∈Ｒ２：
（ａ）若ｍ＞０，则Ｇ（ｒ，ｓ；ｘ，ｙ）关于（ｘ，ｙ）在Ｒ２＋＋ 上ｍ 阶Ｓ－幂凸（Ｓ－幂凹）当且仅当ｒ＋ｓ≥（≤）ｍ 且

ｍｉｎ｛ｒ，ｓ｝≥０（≤０）；（ｂ）若ｍ＜０，则Ｇ（ｒ，ｓ；ｘ，ｙ）关于（ｘ，ｙ）在Ｒ２＋＋ 上ｍ 阶Ｓ－幂凸（Ｓ－幂凹）当且仅当ｒ＋ｓ
≥（≤）ｍ 且ｍａｘ｛ｒ，ｓ｝≥０（≤０）；（ｃ）若ｍ＝０，则Ｇ（ｒ，ｓ；ｘ，ｙ）关于（ｘ，ｙ）在Ｒ２＋＋ 上Ｓ－幂凸（Ｓ－幂凹）当且仅

当ｒ＋ｓ≥０（≤０）．
广义 Ｈｅｒｏｎ平均定义如下：

Ｈｐ，ω（ｘ，ｙ）＝
［ｘ

ｐ＋ω（ｘｙ）ｐ／２＋ｙｐ

ω＋２
］
１
ｐ，ｐ≠０，

ｘ槡ｙ，ｐ＝０．
烅
烄

烆
其中ω≥０．

杨镇杭［２７］将广义 Ｈｅｒｏｎ平均Ｈω，ｐ（ｘ，ｙ）参 数ω 的 取 值 范 围ω≥０扩 展 为ω＞－２，并 称 此 时 的 广 义

Ｈｅｒｏｎ平均为Ｄａｒóｃｚｙ平均，得到如下结果．
定理２３［２７］　对于固定的ｐ∈Ｒ，ｍ＞０和ω＞－２．Ｈω，ｐ（ｘ，ｙ）关于（ｘ，ｙ）在Ｒ２＋＋ 上ｍ 阶Ｓ－幂凸（Ｓ－幂

凹）当且仅当（ω，ｐ）∈Ω１（（ω，ｐ）∈Ω２），其中

Ω１＝｛－２＜ω≤０，ｐ≥
（ω＋２）ｍ
２

｝∪｛ω＞０，ｐ≥ｍａｘ（
（ω＋２）ｍ
２

，２ｍ）｝

Ω２＝｛－２＜ω＜０，ｐ＞０｝∪｛ω≥０，ｐ≤ｍｉｎ（
（ω＋２）ｍ
２

，２ｍ）｝

定理２４［２７］　对于固定的ｐ∈Ｒ，ｍ＜０和ω＞－２，Ｈω，ｐ（ｘ，ｙ）关于（ｘ，ｙ）在Ｒ２＋＋ 上ｍ 阶Ｓ－幂凸（Ｓ－幂
凹）当且仅当（ω，ｐ）∈Ｅ１（（ω，ｐ）∈Ｅ２），其中

Ｅ１＝｛－２＜ω＜０，ｐ＞０｝∪｛ω≥０，ｐ≥ｍａｘ（
ω＋２
２ ｍ，２ｍ）｝

Ｅ２＝｛－２＜ω≤０，ｐ≤
ω＋２
２ ｍ｝∪｛ω＞０，ｐ≤ｍｉｎ（

ω＋２
２ ｍ，２ｍ）｝

定理２５［２７］　 对于固定的ｐ∈Ｒ，ｍ＝０和ω＞－２，Ｈω，ｐ（ｘ，ｙ）关于（ｘ，ｙ）在Ｒ２＋＋ 上ｍ 阶Ｓ－幂凸（Ｓ－幂
凹）当且仅当ｐ≥（≤）０．
２０１４年，邓勇平等［２８］将广义 Ｈｅｒｏｎ平均Ｈω，ｐ（ｘ，ｙ）和Ｇｉｎｉ平均Ｇ（ｒ，ｓ；ｘ，ｙ）统一推广为如下含有３

个参数的广义Ｇｉｎｉ－Ｈｅｒｏｎ平均并考察了它的Ｓ－几何凸性．

Ｈｐ，ω（ｘ，ｙ）＝
［ｘ

ｐ＋ω（ｘｙ）ｐ／２＋ｙｐ

ｘｑ＋ω（ｘｙ）ｑ／２＋ｙｑ
］
１
ｐ－ｑ，ｐ≠ｑ，

ｅｘｐ｛
ｘｐｌｎ　ｘ＋ω（ｘｙ）ｐ／２ｌｎ　ｘｙ＋ｙｐｌｎ　ｙ

ｘｐ＋ω（ｘｙ）ｐ／２＋ｙｐ
｝，ｐ＝ｑ．

烅

烄

烆
其中（ｐ，ｑ）∈Ｒ２，（ｘ，ｙ）∈Ｒ２＋＋．

定理２６［２８］　对于固定的（ｐ，ｑ，ω）∈Ｒ３：
（ａ）若ｐ＋ｑ≥０且ω≥０，则Ｈｐ，ω（ｘ，ｙ）关于（ｘ，ｙ）在Ｒ２＋＋ 上Ｓ－几何凸；
（ｂ）若ｐ＋ｑ≤０且ω≥０，则Ｈｐ，ω（ｘ，ｙ）关于（ｘ，ｙ）在Ｒ２＋＋ 上Ｓ－几何凹．
吴裕东等［２９］还考察了Ｇｎａｎ平均和它的对偶式的Ｓ－凸性和Ｓ－几何凸性．
问题１　Ｇｎａｎ平均及其对偶式的调和凸性和Ｓ－幂凸性如何？
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２００９年，顾春，石焕南［３０］证得如下结果：
定理２７［３０］　设ｘ∈Ｒ２＋＋，则ｎ元Ｌｅｈｍｅ平均

Ｌｐ（ｘ）＝Ｌｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｐｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｐ－１ｉ

，

当１≤ｐ≤２时，在Ｒ２＋＋ 上Ｓ－凸；而当０≤ｐ≤１时，在Ｒ２＋＋ 上Ｓ－凹．并猜想：当ｐ≥２时，在Ｒ２＋＋ 上Ｓ－凸；
而当ｐ≤０时，在Ｒ２＋＋ 上Ｓ－凹．
２０１６年，傅春茹等［３１］指出此猜想不成立，得到如下结果．

定理２８［３１］　（ａ）当ｐ≥２时，对任意的ａ＞０，Ｌｐ（ｘ）在［
（ｐ－２）ａ
ｐ

，ａ］ｎ 上Ｓｃｈｕｒ－凸，

（ｂ）当ｐ＜０时，对任意的ａ＞０，Ｌｐ（ｘ）在［ａ，
（ｐ－２）ａ
ｐ

］ｎ 上Ｓｃｈｕｒ－凹．

定理２９［３１］　（ａ）当ｐ＜
１
２

且ｐ≠０时，对任意的ａ＞０，Ｌｐ（ｘ）在［ａ，（
ｐ－１
ｐ
）２　ａ］ｎ 上Ｓ－几何凹，

（ｂ）当ｐ＞
１
２

时，对任意的ａ＞０，Ｌｐ（ｘ）在［（
ｐ－１
ｐ
）２　ａ，ａ］ｎ 上Ｓ－几何凸．

（ｃ）当ｐ＝０时，Ｌｐ（ｘ）在Ｒｎ＋＋ 上Ｓ－几何凹．
定理３０　（ａ）当０＜ｐ≤１时，Ｌｐ（ｘ）在Ｒｎ＋＋ 上Ｓ－调和凸，当－１≤ｐ≤０时，Ｌｐ（ｘ）在Ｒｎ＋＋ 上Ｓ－调和凹．

（ｂ）当ｐ＞１时，对任意的ａ＞０，Ｌｐ（ｘ）在［
ｐ－１
ｐ＋１

ａ，ａ］ｎ 上Ｓ－调和凸，

（ｃ）当ｐ＜－１时，对任意的ａ＞０，Ｌｐ（ｘ）在［ａ，
ｐ－１
ｐ＋１

ａ］ｎ 上Ｓ－调和凹．

设ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∈Ｒｎ＋，ｐ，ｑ≥０，ｐ＋ｑ≠０．Ｂｏｎｆｅｒｒｏｎｉ平均定义如下：

Ｂｐ，ｑ（ｘ）＝（
１

ｎ（ｎ－１） ∑
ｎ

ｉ，ｊ＝１，ｉ≠ｊ
ｘｐｉｘｑｊ）

１
ｐ＋ｑ．

Ｂｏｎｆｅｒｒｏｎｉ平均是二元 Ｍｕｉｒｈｅａｄ平均的推广．最近王东生，石焕南［３２］研究了Ｂｏｎｆｅｒｒｏｎｉ平均的Ｓ－凸
性，Ｓ－几何凸性和Ｓ－调和凸性，得到如下结果．

定理３１［３２］　对于ｎ≥３和固定的（ｐ，ｑ）∈Ｒ２，

（ａ）若０≤ｑ≤ｐ≤１且ｐ－ｑ≤ ｐ＋槡 ｑ，ｐ＋ｑ≠０，则Ｂｐ，ｑ（ｘ）在Ｒｎ＋ 上Ｓ－凹；
（ｂ）若ｑ≤ｐ≤０且ｐ＋ｑ≠０，则Ｂｐ，ｑ（ｘ）在Ｒｎ＋ 上Ｓ－凹；
（ｃ）若ｐ≥１，ｑ≤０且ｐ＋ｑ≥０，则Ｂｐ，ｑ（ｘ）在Ｒｎ＋ 上Ｓ－凸；
（ｄ）若ｐ≥１，ｑ≤０且ｐ＋ｑ≥０，则Ｂｐ，ｑ（ｘ）在Ｒｎ＋ 上Ｓ－凹．
定理３２［３２］　对于ｎ≥３和固定的（ｐ，ｑ）∈Ｒ２，
（ａ）若ｐ＋ｑ＞０，则Ｂｐ，ｑ（ｘ）在Ｒｎ＋ 上Ｓ－几何凸；
（ｂ）若ｐ＋ｑ＜０，则Ｂｐ，ｑ（ｘ）在Ｒｎ＋ 上Ｓ－几何凹．
定理３３［３２］　对于ｎ≥３和固定的（ｐ，ｑ）∈Ｒ２，
（ａ）若ｐ≥ｑ≥０且ｐ＋ｑ≠０，则Ｂｐ，ｑ（ｘ）在Ｒｎ＋ 上Ｓ－调和凸；
（ｂ）若０≥ｐ≥ｑ≥－１且ｐ＋ｑ≠０，（ｐ－ｑ）２＋ｐ＋ｑ≤０，则Ｂｐ，ｑ（ｘ）在Ｒｎ＋ 上Ｓ－调和凸；
（ｃ）若ｐ≥０，ｑ≤－１且ｐ＋ｑ＞０，则Ｂｐ，ｑ（ｘ）在Ｒｎ＋ 上Ｓ－调和凸；
（ｄ）若ｐ≥０，ｑ≤－１且ｐ＋ｑ＜０，则Ｂｐ，ｑ（ｘ）在Ｒｎ＋ 上Ｓ－调和凹．

３．３　Ｓｃｈｕｒ－函数与特殊函数不等式

对于ｘ ∈Ｃ且Ｒｅ（ｘ）＞０，定义
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Гｋ（ｘ）∫
∞

０
ｅ－

ｔｋ
ｋｔｘ－１ｄｔ

和

ζｋ（ｘ）＝
１

Гｋ（ｘ）∫
∞

０

ｔ　ｘ－ｋ

ｅｔ－１
ｄｔ，ｘ ＞ｋ．

Гｋ（ｘ）和ζｋ（ｘ）分别是伽马函数Г（ｘ）和黎曼Ｚｅｔａ函数ζ（ｘ）的推广．张静和石焕南［３３］利用受控理论得如

下结果：
定理３４［３３］

∏
ｎ

ｉ＝１
Гｋ（１＋αｉ）

Гｋ（β＋∑
ｎ

ｉ＝１
αｉ）

≤
∏
ｎ

ｉ＝１
Гｋ（１＋αｉｘ）

Гｋ（β＋（∑
ｎ

ｉ＝１
αｉ）ｘ）

≤
１

Гｋ（β）

其中ｘ∈［０，１］，β≥１，αｉ＞０，ｎ∈Ｎ．
定理３５［３３］

∏
ｎ

ｉ＝１ζｋ
（ｋ＋１＋αｉ）Гｋ（ｋ＋１＋αｉ）

ζｋ（ｋ＋１＋∑
ｎ

ｉ＝１
αｉ）Гｋ（β＋ｋ＋∑

ｎ

ｉ＝１
αｉ）
≤

∏
ｎ

ｉ＝１ζｋ
（ｋ＋１＋αｉ）Гｋ（ｋ＋１＋αｉ）ｘ

ζｋ（ｋ＋１＋（∑
ｎ

ｉ＝１
αｉ）ｘ）Гｋ（β＋ｋ＋（∑

ｎ

ｉ＝１
αｉ）ｘ）

≤
（π
２

６
）ｎ

ζｋ（β＋ｋ）Гｋ（β＋ｋ）

其中ｘ∈［０，１］，β≥１，αｉ＞０，ｎ∈Ｎ．
卡塔兰数（Ｃａｔａｌａｎ　ｎｕｍｂｅｒｓ）Ｃｎ 是组合数学中一类重要的自然数数列，其计算公式可用伽马函数表为

Ｃｎ＝
４ｎГ（ｎ＋

１
２
）

槡πГ（ｎ＋２）
．

祁锋等［３４］给出一个推广形式

Ｃ（ａ，ｂ；ｘ）＝Г
（ｂ）

Г（ａ）
（ｂ
ａ
）ｘГ

（ｘ＋ａ）
Г（ｘ＋ｂ）

，

其中ａ，ｂ＞０，ｘ≥０，称（ａ，ｂ；ｘ）为卡塔兰－祁函数（或广义卡塔兰函数）．
祁锋等研究了此函数的Ｓ－凸性，得到如下结果：
定理３６［３５］　对于ａ，ｂ＞０，ｘ≥０，令Ｆｘ（ａ，ｂ）＝｜ｌｎ　Ｃ（ａ，ｂ，ｘ）｜，则对于ｘ≥０，Ｆｘ（ａ，ｂ）关于（ａ，ｂ）在

Ｒ２＋＋ 上Ｓ－凸．

４　几点建议

关于Ｓｃｈｕｒ－凸函数研究，笔者提出如下几点建议：

１）在受控理论的研究中，有两项工作是重要且基础的，一是发现和建立向量间的控制关系，二是发现和

证明各种Ｓｃｈｕｒ凸函数．利 用Ｓｃｈｕｒ凸 函 数 判 定 定 理 是 判 定Ｓｃｈｕｒ凸 函 数 的 主 要 方 法，但 注 意 有 时 利 用

Ｓｃｈｕｒ函数的性质判定会简单些．
２）进一步完善我们所创立的Ｓｃｈｕｒ－几何凸、Ｓｃｈｕｒ－调和凸、Ｓｃｈｕｒ－幂凸理论，例如移植Ｓｃｈｕｒ－凸函数性质，还有

许多工作可做．凸函数的各种推广层山不穷，除了已有的几种推广，Ｓｃｈｕｒ凸函数是不是还可以做一些推广？

３）利用受控理论证明不等式主要适用于对称函数不等式，这是它的局限性，但对称函数是非常广泛且十

分重要的函数，所以受控理论大有用武之地，有大量课题有待我们挖掘．
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４）Ａｒｎｏｌｄ，Ｍａｒｓｈａｌｌ和Ｏｌｋｉｎ合作出版的《Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ：Ｔｈｅｏｒｙ　ｏｆ　Ｍａｊｏｒｉｚａｔｉｏｎ　ａｎｄ　Ｉｔｓ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ》（第

二版）中的应用部分涉及组合分析、几何不等式、矩阵理论、数值分析、概率统计等领域．目前国内受控理论研

究者主要利用受控理论研究解析不等式和矩阵不等式，努力开拓在其他领域的应用，可能别有洞天．
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